EDHEC 2022, voie E

Une solution proposée par Frédéric Gaunard (ENC Bessiéres, Paris 17e - frederic@gaunard.com).

Exercice 1

(1) Le produit de matrices 2 x 2 est encore une matrice 2 x 2 ainsi que la différence de telles matrices
donc déja, pour tout M € My(R), (M) € Mo(R). Il reste & montrer que I'application est aussi
linéaire. Soient alors M, N deux matrices de M3(R) et «, § deux réels. On a

olaM + BN) = J(aM + SN)— (aM + BN)J
— aJM+ BJN — aM.J — BNJ
= a(JM — MJ)+ B(JN — NJ)
= ap(M) + Bp(N)

et o est bien linéaire : c’est donc un endomorphisme de Ms(R).

(2) (a) On calcule les produits des matrices de la base canonique avec J.
QO(K1> = JKl—Klj
(10 (1 1) [0 -1
- \1 0 0 0/ \l O
= —Ky+ Kj

De la méme maniére, on trouve

o(Ky) = —Ki+ K,y
o(K3) = Ki— K,

<P(K4) = Ky — K3

(b) La matrice A de ¢ dans la base (K1, Ko, K3, K4) a pour i—iéme colonne le vecteur colonne
qui représente les coordonnées du vecteur ¢(K;) dans la base (K, Ko, K3, Ky) : il s’agit des
coefficients trouvés ci-avant, disposés en colonnes. On a donc

0 -1 1 0
1 0 0 1
A=11 0o o
0 1 -1 0

(c) Lamatrice A est symétrique: elle est donc, tout comme ’endomorphisme ¢ qu’elle représente,
diagonalisable d’aprés un résultat du cours.

(3) (a) Le rang de A est la dimension de I’espace engendré par ses colonnes. On voit qu’il y a deux
paires de colonnes liées (la quatriéme est opposée de la premiére, la troisiéme de la seconde).
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Les deux colonnes restantes sont aussi clairement non colinéaires donc forment une base de
I'image qui est alors de dimension 2. On a donc

rg(A) = 2.
De plus
Im(yp) = Vect(K; — Ky; Ky — K3).
D’apreés le théoréme du rang, on a
dim(Ker(p)) = dim(My(R)) — rg(¢) = 4 —2 = 2.

Or, (I)=J —J =0donc I € Ker(p) et p(J) = J*> — J? =0 donc on a aussi J € Ker(p).
On a deux matrices qui sont éléments d’un (sous-)espace vectoriel de dimension 2. Ces deux
matrices sont (clairement) non colinéaires : la famille (I, J) forme donc une base du noyau
de .

Le calcul donne

2 0 0 =2
o |0 2 -2 0
AT = 0 -2 2 0
-2 0 0 2
puis
0 —4 4 0
-4 0 0 4
3 _ 2 _ _
A=Ax A* = 4 0 0 -4 =4A
0 4 -4 0

ce qui donne bien A3 — 44 = 0.

La question précédente permet d’affirmer que le polyndéme X3 — 4X annule A. Il admet
pour racines 0, —2 et 2. Le cours nous permet donc de conclure que ce sont les seules valeurs
propres possibles pour ¢. (Il faut encore vérifier qu’elles le sont bien.)

Sp(y) € {0,—2,2}.

(5) Les commandes Scilab proposées permettent d’obtenir le rang des deux matrices A — 21 et
A+ 2I. Ce rang permet d’en déduire la dimension du noyau (toujours grace au théoréme du
rang) de ces mémes matrices et donc de savoir d'une part si 2 et —2 sont bien des valeurs propres
(avec un rang strictement inférieur & 4 et donc un noyau de dimension supérieure ou égale a 1)
et ensuite de connaitre la dimension des sous-espaces propres le cas échéant.

On peut déduire de 'affichage que 2 et —2 sont bien valeurs propres de A et que les deux sous-
espaces propres associés sont chacun de dimension 1 (car 4 —3 = 1).



EDHEC 2022 3
(6) (a) On résout:

—2z—-—y+z = 0
- —r—=2y+t = 0
AX =2X x—2z—t = 0
\ y—z—2t = 0
([ 2x—y+2z = 0 —2r—y+z = 0
—3y—z+2t = 0 y—z—2t 0
—y—3z—2t = 0 —dJy—z+2t = 0
\ y—z—2t = 0 —y—3z—2t = 0
(20 —y+z = 0
y—z—2t = 0
—4z—4t = 0
—4z—4t = 0
2v = —y+z=-2
= y = z+2t=t
z = —t
-1
1
— X = R E teR
1
De méme,
([ 2 —y+z = 0
_ —r+2y+t = 0
AX = —2X r+2z—t = 0
y—z+2t = 0
2r—y+2z = 0 2r—y+z = 0
y+z+2t = 0 y—z2+2t = 0
y+3z—2t = 0 3y+z+2t = 0
y—z+2t = 0 y+3z2—2t = 0
'2x—y+z =0
y—z+2t 0
4z -4t = 0
4z -4t = 0
20 = y—z=-2
<= y = z—2t=—t
z =1
-1
-1
— X =t E teR.
1

(b) On peut donc conclure que Sp(p) = {0,2, —2} car on sait d’aprés des questions précédentes
que 0 est bien valeur propre (le noyau de ¢ n’est pas réduit a {0} : il est de dimension 2)
et que 2 et —2 sont bien valeurs propres. De plus,

Ey = Ker(yp) = Vect(I, J), Ey = Vect ((j D) , E_y = Vect ((‘11 _11» .
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Exercice 2

(1) On va donc augmenter la valeur du niveau du joueur tant que celui-ci n’est pas égal au niveau
final (auquel cas on s’arréte car on a fini le jeu) et tant que le niveau en cours est réussi (avec
probabilité p). Ceci donne donc le script suivant

p=input ('p=7")
n=input('n=7")
X=0 // on n'accéde pas forcément au premier niveau
while X < n & rand() <= p
X=X+
end
disp(X)

(2) (a) On peut échouer dés le premier niveau, auquel cas X,, = 0. On peut réussir chacun des
n niveaux, ce qui donne X, = n. Toutes les valeurs intermédiaires sont possibles; pour
atteindre le niveau k (avec k € [1,n — 1]), il faut avoir réussit les k premiers niveaux et
échoué au niveau k + 1. On a bien X,(Q2) = [0;n].

(b) [X,, = 0] correspond a un échec dés le premier niveau, ce qui arrive avec probabilité 1 — p.
Ainsi,

(c¢) On a clairement
[ann] :RlﬂRQQ"'QRn.
D’aprés la description de ’énoncé, on a
Pp;(Rj1) =p
et méme plus, il apparait qu’on peut interpréter le sujet comme
Bri g(Rjv1) = Pry(Rjs1) = p.
Ceci permet, a 'aide de la formule des probabilités composées, d’écrire
P(X,=n) = P(RiNR:N---NR,)
= P(RI)PRl (RQ) X X Pﬂ?:_llRi(Rn)
= pXpxX--xXp=p"
(d) Soit k € [[1;n — 1]. On a alors, toujours avec la formule des probabilités totales,
P(X,=k) = P(RiN---NRyNRyp1)
= P(R1)Pp,(Ry) X+ X Popip (Ri) B g, (Ri+1)
fd p X p X e X p X q
P*q
On constate que pour k = 0, on a p*q = ¢ = P(X,, = 0) et la formule s’étend donc & k = 0.
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(3) On vérifie sans difficulté avec les formules de somme géométrique du cours de premiére année

ip(xn —k) = nip(xn = k) + P(X, = n)

n—1
= > g+
k=0
1_pn n n n
= qx +pt=1-p"+p
L—p

comme attendu.

(4) (a)

X,, est une variable aléatoire qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs; elle admet donc
nécessairement une espérance (il n’y pas de convergence de série qui entre en jeu). Cette
espérance vaut

n n—1 n—1
E(X,)=) kP(Xy=k)=) kap" +np"=(1—p)p) kp*" +np".
k=0 k=1 k=1
n—1
La somme kak’I correspond a la somme partielle de la série géométrique dérivée de
k=1

raison p qu’on sait étre convergente et dont on connait la somme :

+oo
1 1
kpkfl - -
; (1-p? ¢

Comme, par croissance comparée np” — 0, n — 400, il suit que
1

lim F(X,) =g x 5 = b
n—-+o0o q q

Soit k € N fixé. Soit alors n > k+1. On a k < n — 1 donc ce qui précéde permet d’affirmer
sans nouveau calcul que

P(X, = k) = piq.
Lorsque n — +o00, il est notamment plus grand que k + 1. Il suit que

lim P(X, = k) = p'q.

n—-+00

En introduisant une variable aléatoire X telle que X(Q2) = N et P(X = k) = p¥q (qui en
est bien une : on vérifie aisément que

iOP(X:k):l

grace a la formule sur la série géométrique de raison p), on voit que, pour tout £ € N, on a

lim P(X, =k)=P(X =k),

n—-+00

c’est a dire que X, converge en loi vers X.
En notant Y = X + 1, on obtient une loi géométrique de parameétre q. C’est classique, pour
tout k € N*,

PY=k=PX+1=k=PX=k—-1)=p""
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1
Le cours permet alors de donner directement l'espérance de Y : E(Y) = —.
q
Par linéarité de ’espérance on a donc
1 1-—
EX)=EY —-1)=BEY)-1=--1=-—2=-P_ 1im B(X,).
q q q notoo

Exercice 3

(1) Pour tout entier naturel n € N*, on considére la fonction f,, définie pour tout réel x € [0; 1] par

fn(x) =

Cx+4n

T

La fonction f,, est un quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas
sur [0; 1], elle est donc dérivable sur ce méme intervalle et, pour tout x € [0; 1],

] r+n—=x n
ainsi la fonction est strictement croissante sur [0;1]. Comme f,,(0) =0 et f,(1) =1/(1 +n), on
peut dresser le tableau de variations suivant

x 0 1
n () +
1
n+1
fn /
0
oo
(2) Pour tout entier naturel n € N*, on pose u,, = / —dx.
o n(x+mn)

Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a, pour tout x € [0; 1],

1 T 1
et donc 0 < < )
n(x+n) ~ n(n+1)

0< fa <—7
<o) < ey

Par positivité de l'intégrale, les bornes étant dans 1’ordre croissant, on a alors

1
0< </ S !
Up < T =
- o n(n+1) n(n+1)

ce qui est bien ’encadrement demandé.

1 1
n(n+1) n?
Or, la série de terme général 1/n? est convergente (critére de Riemann). Par critére de compara-

ison par équivalence pour les séries & termes positifs, on peut donc affirmer que la série de terme
général u,, est également convergente.

(3) Il est immédiat de voir que n — +oo.

(4) Pour n € N*, on note S,, = Zuk
k=1
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(a)

(b)

La suite (S,,) représente la suite des sommes partielles de la série de terme général u, que
I’on sait étre convergente par la question précédente. Par définition de la convergence d’une
série, la suite (S,,) est bien convergente. On note ~y sa limite.

On voit en effet que, pour tout n > 1,

1 1 n+1l—-n 1

n n+l nn+1) nan+1)

ce qui permet d’écrire

- 1 " /1 1
Sn = Ek+1) (E‘ﬁ)
il G o) B +
! (par tél )
I
1 par télescopage

- 1-
< 1

La suite (.S,) étant majorée par 1, minorée par 0 (c’est une somme de termes positifs) et
convergente, sa limite vérifie aussi ’encadrement 0 < v < 1.

On a
SnJrl - Sn = Un+1 >0

et la suite (S,,) est bien croissante.

Soit k € N* fixé. Observons que

b axr + bk — ak

a
E z+k  k(z+k)

Par principe d’identification, 1’égalité voulue pour tout x € [0; 1] donne

a = 1
{bk—ak — 0 ——a=b=1.

Notons que ni @ ni b ne dépend de k. On a bien, pour tout x € [0; 1] et pour tout k € N*,

T 1 1

k(z+k) &k z+k

Ceci permet de calculer uy:

1 i
- T 3
Uk /Ok:(x—Irk) v
L7 1
- - d
/0 (k x—Hc) o

1 |
= ——/ dx
0o T+Ek

k
1 1
— % —In(k + 1) + In(k),

ce qui est bien la formule attendue.
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(b) 11 suit alors, par télescopage que
n n 1

_ Z% =S (In(k + 1) — ln(k))

1
= T In(n + 1)
k=1
. — 1
(6) Pour tout entier n € N*, on pose T;, = . In(n).
k=1

(a) Commengons par voir que

Tn:Sn—l—ln(n—l—l)—ln(n):Sn+ln(n+1) :Sn—l—ln(l—l—l).
n

n

Or, (S,,) est convergente (de limite ) et on sait que
1
1n(1+—) — 0, n — +o0.
n

Par somme, (7,,) est convergente, de limite .

(b) Cet encadrement classique se montre de différentes fagons. On propose ici d’utiliser une
inégalité des accroissement finis.
Sur l'intervalle [n;n + 1], la fonction x + In(z) est de classe C!, sa dérivée est la fonction
x +— 1/x qui est maximale en n et minimale en n + 1. On a donc

1 1 1 1
n+1:n+1(n+1—n)Sln(n—i—l)—ln(n)gﬁ(n—i—l—n):E.

Il suit de cet encadrement que

1
Twi1 —T, = ] —In(n+1)+1In(n) <0

et la suite (7,,) est bien décroissante.
(c) La suite (S,) est croissante et converge vers ; on a donc S, < 7. De méme, (7},) est
décroissante et converge aussi vers 7y ce qui donne 7, > =, on peut alors écrire

Sp <y < T,.

(7) (a) D’apres les encadrement précédents, on peut écrire
1

0<~y—=58,<T,—-5,=In(n+1)—In(n)

Il suit que S,, fournit une valeur approchée de v a 1073 prés dés que T, — S, est inférieur a
1073,
(b) Comme mentionné juste ci-dessus, comme

1
T,—S,=lnn+1)—In(n) < —,
n

il suffit que 1/n soit inférieur & 10~ pour que S, fournisse une valeur approchée de 7 a
A072 prés. On compléte donc le script Scilab dans ce sens en calculant le terme S, tant
que 1/n > 1073, Attention, dans chaque tour de boucle il faut rajouter la valeur de u, et
non pas simplement 1/n, sinon Uinitialisation s = 1 — In(2) qui correspond & u; n’est pas
compatible avec le reste du programme.
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n=
s=1-log(2)
while 1/n > 107(-3)
n=n+
s=s+1/n-log(n+1)+log(n)
end
disp(s)

Probléme

Partie 1

1
Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, on pose I(p,q) = / 2P(1 — z)dz.
0

On remarque que ces intégrales font déja l'objet d’une partie d’un probleme sur le sujet EDHEC
2008 ot la récurrence était a démontrer et non admise...

(1) (a) Pour tout couple d’entiers (p, ¢), la fonction x — aP(1—2z)? est polynomiale et donc continue
sur le segment [0; 1] rendant licite la définition de l'intégrale I(p, q).
(b) Soit (p,q) € N x N*. Posons

it R (s B

Les fonctions u et v ci-dessus sont polynomiales donc de classe C! sur [0; 1] rendant I'intégration
par parties licites. Celle-ci permet d’écrire

! P11 — 2)a]?t 1
I(p,q) — / xm_z)qu:{x ( 9:)} L a /mpH(l_x)q_ldx
0 p+1 0 p+1J,
q

= 2 I(p+1,q-1),
p+1(p q—1)

car la fonction z — P (1 — z)? dans le crochet s’annule en 0 et en 1. On a bien la relation

demandée qui permet, par une récurrence admise (et c’est dommage) la formule
lg!

(p+q)

(2) (a) Sans difficulté pour le calcul de primitive

I(p,q) = I(p+q,0).

pprat+l ] 1 1

1
I(p+q,0 :/ Py = | — | = ————.
(+a.0)= | {p+q+10 p+g+1

Il suit immédiatement, d’apres la relation admise précédemment que

plq! plqg! 1 plq!
I(p+q,0 X =
(p+®!( ) (p+a)! p+g+tl (p+qg+1)

(b) Soit p € N. On a

I(p,q) =

v o oot )
jﬁ P =afde =1p.p) = 0mm T T @)
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Partie 2
(2n 4+ 1)!
(n!)?

apz"(1—2)", sixzel0;1]
0, sinon

Dans cette partie, on pose, pour n € N, a,, =

On considére la fonction b,, définie par b, (z) = {

(3) La fonction b, satisfait toutes les conditions pour étre considérée comme une densité de proba-
bilité :

e Elle est positive ou nulle partout.
En effet, elle est produit de deux quantités positives sur [0; 1] et nulle ailleurs.

e Elle est continue sur R.
Sur [0; 1] ¢’est une fonction polynomiale donc continue. Sur | — oo; 0[ et sur |1; +o0[, elle est
constante nulle donc continue. De plus (ce n’est pas nécessaire pour que b, soit une densité)
mais b,(0) = b,(1) = 0 et la fonction est continue aux deux points de raccordement ce qui
la rend continue sur R.

+o00
e L’intégrale / b, (z)dx converge et vaut 1.

En effet, b, étant nulle en dehors de [0; 1], la convergence de l'intégrale ci-dessus se rameéne
a celle sur [0; 1] qui existe car c’est celle d'une fonction continue. De plus, on reconnait les
calculs de la Partie 1:

/0 by (z)de = an/o z"(1 —x)"dx = a, X % = 1.

(4) Lavariable Xy a pour densité la fonction by. Observant que ag = 1, on a by(z) = { L sieel01]

0, sinon
et on reconnait une densité de la loi uniforme ([0;1]).

(5) (a) Par définition,

400
X, admet une espérance <= / xb, (z)dx converge absolument
o

1
= / a2 (1 — 2)"dx converge
0

Naturellement, la derniére intégrale ci-dessus existe (c’est encore I'intégrale sur [0; 1] d'une
fonction polynomiale continue) et on reconnait méme, au facteur ay, preés, l'intégrale I(n +
1,n). Ainsi, X,, admet une espérance et

Cn+1)! (n+Dn! n+1

1
E(X,) = apl(n+1,n) = _ _ L
(Xn) = anl(n+ 1) = == X o ~ n s~ 3

ce qui est bien le résultat demandé.
(b) Pour la variance, 'existence de celle-ci est caractérisée par celle du moment d’ordre 2.

X,, admet une variance <= X2 admet une espérance

+oo
= / 2%b,, (r)dx converge (absolument)

1
= / " ?(1 — z)"dx converge
0



EDHEC 2022 11

Cette intégrale existe & nouveau et on a
(2n +1)! " (n+2)m!  (m+2)n+1)  n+2
(n!)2 2n+3)!  (2n+3)2n+2) 2(2n+3)
Puis, par la formule de Konig-Huyguens,
V(X,) = BE(X3) - EB(X,)
n+2 I 2n+4+4—(2n+3)
22n+3) 4 4(2n+3)
1
420 +3)
(¢) X,, admet une variance, on peut donc lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Soit € > 0. On a

P <’X _ %‘ > g> — P (X, — B(X,)| > ) <

Comme

E(X?) = a,I(n+2,n) =

VX,) 1

S — 0
420+ 3)2 notoo

1
et que P (‘Xn —3

> 5) > 0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que

lim P (‘Xn— 1‘ >5> =0.
n—4o00 2
Partie 3

Pour n € N, on étudie la fonction f,, définie pour tout x € R par

fu(z) = /0 "ot (1 — 1)t

(6) Pour n =0, on a déja vu que g = 1 et on a donc, pour tout = € R,

fo(x) = / 1dt = z.
0
(7) (a) Pour z =1, c’est 'intégrale déja calculée dans la partie précédente; f,(1) = 1.

(b) Le changement de variable u = 1 — ¢ (qui donne ¢t = 1 — u) est affine; il est donc licite. La
formule de changement de variable donne d’abord du = —dt et donc

folz) = /0 "o t™(1— 1)t = /1 T (- ) (—du) = /1 lxanun(l—u)"du.

Par Chasles, on obtient donc

[
[

fule) + full = 2) = "1 aydut [ T (1= wydu
0

apu” (1 —u)"du = f,(1)

ce qui est bien le résultat attendu.
(c¢) En appliquant la formule ci-dessus avec z = 1/2, on a

Q)1 () -3
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1 1
I (5) )

(8) (a) La fonction t — a,t"(1—1t)" est polynomiale et donc continue sur R. Ainsi, par un théoréme
du cours (aussi connu sous le nom de théoréme fondamental de l’analyse), la fonction f, est
LA primitive de ¢ — «,t"(1 — t)" qui s’annule en 0. Il suit que f, est dérivable (elle est
méme de classe C!) et, pour tout z € R,

fi(x) = apz™(1 — )™

(b) La quantité c«,, étant strictement positive, le signe de f/(x) ne dépend que de celui de
z™(1 — x)™. On différencie donc selon la parité de n.

ce qui permet donc d’obtenir

e Si n est pair, les quantité ™ et (1 — x)™ sont toujours positives et on a alors

z —00 0 1 +00

fr() + 0 + 0 +

e Si n est impair, les quantité 2™ et (1 — z)™ changent de signe.

x —00 0 1 +00
" - 0 + +

(1—a)" + + 0 -
() - 0 + 0 -

(9) (a) D’aprés la formule du binéme, on peut écrire

1o =3 (3) v

k=0
de sorte que
n
n n __ n n _ 1\kyn+k
ant™(1 —t) _ga (k)( 1)kntk,
On peut donc "primitiver" sans difficulté pour obtenir
n n(n k
« -1
falz) = Z (k)( ) s
n+k+1
k=0
ce qui est bien une fonction polynomiale.
En +o00, f, est équivalente a son terme de plus haut degré:

ful(x) ~ 5 aj_ 1(—1)"x2”+1, x — +oo.
n

e Sin est pair, (—1)" =1 et 2n 4 1 est impair donc

lim f,(x) = —o0, lim f,(x) = +oc0
T——00 T——+00

n

e Sin est impair, (—1)" = —1 et 2n + 1 est impair donc

lim f,(x) = +oo0, lim f,(z) = —oc0

T——00 T——+00
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(b) On a toutes les informations pour dresser le tableau de variations de f,:

e Sin est pair :

T —00 +00
400
In /
—00
e Si n est impair :
x —00 0 1 400

+00 1
fn \ . / \ N
(10) Soit n € N*.

(a) f. étant polynomiale, elle est naturellement de classe (au moins) C? sur R. On a, pour tout
r € R,
(@)= (f2)(z) = oy (naz" (1 — 2)" —na™(1 — 2)" ") = na,a™ ' (1 —2)" (1 — 22).

(b) On sait que f,, posséde un point d’inflexion d’abscisse x si f/)(z) s’annule en 2 en changeant
de signe.

e Sin est impair, n—1 est pair et f”(z) ne s’annule en changeant de signe qu'en x = 1/2
et f, admet donc un seul point d’inflexion;

e Si n est pair en revanche, n — 1 est pair et f//(z) s’annule en changeant de signe en
x=0,2=1/2et x =1 ce qui donne dans ce cas trois points d’inflexion.

(c) On trace lallure de la courbe dans les deux cas (selon la parité de n)

Si n est pair (ici n = 2): Si n est impair (ici n = 3):
1 i
1 is
I I
2 2
1 1
1 1 2
2
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