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Exercice

1.

n—1

(a) Pour tout entier n non nul, la fonction z +—

1
I

n est continue et positive sur [0, 1] donc l'intégrale
x
n—1

dx est positive, ce qui signifie que ¢, est un réel positif. D’autre part, on a :
T

I I 1 1
T x " 1‘—1
—Cp = dx — d.
Cntl = Cn /1+:cx /1+ / / 1tz °
0 0 0 0

"z —1 . . .
Pour tout entier n > 1, la fonction x — 1(4_) est continue et négative sur [0, 1] donc l'intégrale
x

ci-dessus est négative donc ¢, 41 — ¢, < 0 et la suite (¢,)n>1 est décroissante.

1 o 1 o
cn+1+cn:/1+xd$+/1+
0 0

(c) Puisque ¢, est positif , la relation de récurrence montre que

1

1 1 .
/ /x”1x+1 /”1d [”r 1
x ==
1+a: 14z n|._ n
0 0 e=0

0

1 1
Cn:*_cn+1<*~
n n

La relation de récurrence combinée & la décroissance de la suite (¢,)n>1 (cf. question nous
fournissent les encadrement suivants :

1
Vn =1, 2cpp1 <cp+cpp1 <20 & 20041 < — < 2¢,.

3

1
En particulier, la seconde inégalité nous donne Vn > 1, — < 2c¢, et en remplagant n par n — 1 dans
n

la premiére inégalité, on obtient Vn > 2, 2¢, < o donc
1 1
Vn =2, — <2 < .
n n—1

En multipliant par n de part et d’autre de cet encadrement, on obtient

n
Puisque lir}rl 1= 1, 'application du théoréme d’encadrement montre que
n—+oo N —

lim 2nc,=1<2nc, ~ 1&c ~  —.

n
n—-—+o0o n—-+o0o n—-+oo 2N

de = [In(1 + =) (1) In2—-Inl=In2.

1+=x

n— k41
On pose (Hn) : ¢p = (=1)" <Zl - 1]3: ln2> )

k=1
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Initialisation : (H3) est vraie car, la relation de récurrence de la suite (¢,) nous donne

1 k+1 2
1 -1 -1
czz—clzl—ln26t(—1)2<g (li—ln2>:(1) —In2=1-1In2

1
k=1

n—1 (_1)k+1
Heérédité : Supposons que (H,,) est vraie i.e. " ¢, = (—1)" <Z (lz —In 2> ".On a
k=1

n—1 n—1
1 1 —1)k+1 1 —1)k+1
= beam o (S o) LR
k=1 k=1

D’autre part, la relation de Chasles montre que

no \k+1 Cqyn+1 =l Nkt no o qVk+1 n—1, Nk+1
k=1 k=1 k=1 k=1

donc

Cny1 = (=1)"H1 z”: (1]2k+1 — (=) 2 = (-1)"*! ( - (1]{):“1 —1In 2) ;
k=1

k=1

ce qui démontre que (H,41) est vraie.

n=1(_1 k+1
Conclusion : Vn > 2, (H,) est vraie i.e. Vn > 2, ¢, =(—1)" (Z (k): —1In 2) .
k=1

program cn;

uses crt;

var ¢ : real; var n,k,p : integer;
begin

clrscr;

{efface ’écran DOS}

writeln ( ’donner le rang n’);

{initialisation la variable p qui calcule (—1)**1 et la variable ¢ qui calcule la somme}
p:=-1,¢:=0;
for k=1 to n-1 do
begin
p = (-1)*p; ¢ :=c+ (p/k);
end ;

{la derniere valeur stockee par p est (—1)" }
c:=p*(c-1n(2));

writeln (Cc(’,n,’ )=", ¢);
repeat until keypressed ;
end.

(a) En considérant les bornes des deux intégrales, il faut un changement de variable qui transforme le

1 1
segment [1, x| en [1, —]. On pense naturellement au changement de variable u = T Sit=1alorsu=1
x

1
et si t = x alors u = —. D’autre part, on a t = — donc dt = ce qui nous donne
T U

-5
v 1/z du 1/z ) 1 )
dt 2 " "
/:/_u?:_/u du:/“ du. 2)
tn(1+41) 1 1 1 14+u 14+u
1 1 ﬁ( +a) 1 1/z
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n—1 1 ,n-1
(b) Puisque la fonction u +— a est continue sur [0,1] donc la fonction z — [ ?4_ du existe et est
u
T

continue sur [0, 1]. En particulier,

T

un—l un—l un—l dt
Jm [ [ ae i [{oasee i [ o<
x 0 1/:5 1

1
La fonction t +— m étant continue et positive sur [1,+oo[, cette fonction est intégrable sur
x
1,4+o00| si et seulement lim | ———
[1, +oo[ si et seu me{tn(lH)

intégrable sur R et on a

existe, ce qui notre cas. Par conséquent, la fonction f, est

T rod 1+°° dt

[ et = . | cﬁ/fn SR
t"(1+t) a—too ) t"(141) tn(l1+t) ¢

1 1

donc f, est bien une densité de probabilité.

(c) La variable X,, admet une espérance si et seulement si la fonction x — zf,(z) est intégrable sur R,
x

(1 + x) - a1+ 2)

continue et positive sur [1,4o00| et

c’est-a-dire que la fonction z — est intégrable sur [1, +00]. C’est une fonction

1
_ La fonction x — — est intégrable sur
11+ x) s—too g "

[1,4+o00] si et seulement si n > 1, c’est-a-dire que n > 2 donc la fonction = — m est intégrable
si et seulement si n > 2. Par conséquent, X,, admet une densité si et seulement si n > 2. Dans ce cas,
on a
+o00 1 +o0o 1 +o00 d
T T
E(X,) = zfp(x)de = — | ——de=— | ————
(Xn) / fn(2) Cn / (1 + x) Cn / 11+ x2)
—00 1 1

—+o00 —+00

Cn—1 dx Cn—1 Cn—1
= == — d = .
Cn / Cn—lxn_l(l + CU) Cn / fn l(x) v Cn
—o0

1

(d) De facon évidente, si z < 1, Fi(z) = [ fi(t)dt =0. Siz > 1, puisque ¢; = In2

— 00

dt
/f1 Bt = /fl t)dt = ln2 t(1+1)

On utilise ensuite 1’égalité pour n =1 donc

1 1 1
Ve>1, Fi(z)= / du__ [ln(l—i—u)]u Ve = <ln2—ln(

_ T
1+u In2 In2

Ainsi, puisque P(X; < y) = Fi(y) donc, en utilisant que In2 > 0, on obtient

1 1
1 In(1+ -) 1 In(1+4 -) 1 1 1
PXy < yr-el-— L >-6a I <o oml+ )< m2=mnv2
(X v=z5e m2 27 T2 p @+ )< gl nv2
1 1 1 V241
& 1+-<V2e-<V2-1ay> = =V2+1.
Y Y V2-1 (V2-1(H2+1)
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Pour déterminer une densité de Z, il suffit de calculer sa fonction de répartition. Pour commencer, nous
avons 1’égalité
VeeR, P(Z<z)=PInX;<z)=PX;1 <€) =TFi(e")

et, puisque e* > 0, on en déduit que P(Z < x) = 0 si e < 1, c’est-a-dire que z < 0. Si x > 0, alors

e® > 1 donc .

In(1+ ) In(14e7)
R P(Z <x)=Fi(e” =1-— € ==/
En résumé, on a :
0 siz <0
P(Z<x) = -z
( @) 1_7111(14-6 ) sixz >0
In2

!/
w

Puisque z — P(Z < x) est dérivable sur R* et, en utilisant que (Inu)’ = — et (e*)’ = u'e"), sa dérivée
u

sur R* est

1 —e T 1 1
P(Z<z)) =0etV P(Z <z)) =—— = .
Ve <0, (P( z)) =0et V>0, (P( x)) 1112>< T ln2xex+1

Nous pouvons choisir comme densité de Z la fonction

0 siz <0

T — 1 .
sizx >0

— X
In2 e*+1

1 1
Pour tout réel x > 1, — €]0, 1] donc l'intervalle [—, 1] est inclu dans [0, 1]. La positivité de la fonction
x

T
n
U Atz sur 'intervalle [0, 1] et le fait que
1 u”
Vue[0,1], ——5<1 <u”
montrent que
1 " 1 y 1z 1 1 1=l )

0</du</du+/ / du< [ = - L

(14 u)? (14 u)? 1+ u)? 14+ u)? n+1],., n+1

1/ 1/x 0 0 0 B

Puisque nous disposons de ’encadrement ci-dessus et que lim = 0, le théoréme d’encadrement

n—+oo N +
montre que
1
n
lim uidu =0.
n—+o0 (14 u)?
1/x

Pour z > 1, en utilisant 1’égalité montre que

x x x 1
1 dt 1 L
= Wdt= | f.dt=— | —— = — du.
[ i = [ aar= = [ ot == [
—00 1 1

1/
1
Pour l'intégration par partie, il suffit de dériver u +— et d’intégrer u — u" L. “= 1+u =
u /Bl — un

1fi0




2004 Corrigé HEC Maths II1 Option Eco

o = — 1
2
(11;;“) donc
/—7
/B_ n
1 1
J/ u! w1 =t t/’u” N S 1 L1 j[ u
U= |— - —x———du=— — ——r—— + — [ ———du=.
14+u nol4ul, g, n o (14+wu)? 2n nz" 1(14+2z) n ) (14 wu)?
1/x 1/z 1/z

Par conséquent, nous en déduisons I’égalité

1 1 1 1 u™
F = - X — 4+ — [ ——=du.
n(®) 2ne,  ne, 11+ o) * nen / (14+w)? “
1/z
. . . 1 . . 1
Nous avons montré lors de la question [Ilcfque lim nc, = =. Puisque z > 1, la suite | ————
n—+00 2 xnil(l + ) n
1 u®
tend vers 0 et la suite [ [ ———5du | converge vers 0 donc
(14 u)?
1/x n

lim Fo(z)=1-2x0+2x0=1.

n—-+o00

(f) Stz <1, Fy(z) = [ fo(t)dt = [ 0dt =0 donc lim F,(x)=0.

n—-4oo

0 siz<l1
1 siz>1
Alors, pour tout réel x, on a ngrfoo F,.(z) = F(x), ce qui signifie que la suite (X,,),>1 converge en loi

Soit X la variable aléatoire définie sur (€2, .4, P) dont la fonction de répartition est F'(x) = {

vers X.
La variable X est remarquable. En effet, si a et b sont inférieurs & 1 alors

Pla<X <b)=F®b)—F(a)=0-0=0,

si a et b sont supérieurs a 1 alors

etsia<letb>1alors
Pla< X<b)=F(b)—Fla)=1-0=1.

Si I'on consideére une suite (a,,) croissante convergeant vers 1 et (b,,) une suite décroissante convergeant
vers 1, la famille I'événement (a, < X < b,) est décroissante donc

+o0o
1= lim P(a, <X <by) =P([ |(an < X <by) =P(X =1).
n—-+o0o =0

Cette variable X prend donc presque surement la valeur 1 donc X = 1 au sens des probabilités!

Probléme
Partie A
2n 2n 2n
1. Soient P = 3 ppaf,Q = 3. qra® € E el € Ralors P+ AQ = > (pr + Aqx)z" donc
k=0 k=0 k=0
2n 2n 2n
Vo €R, s(P+Q)(@) = (Prnk + A2n—k)z" =D pon_pz® + XD qon_iz® = s(P)(z) + As(Q) (),
k=0 k=0 k=0

ce qui démontre que s(P + Q) = s(P) + As(Q).

510
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(a)

La matrice M est carrée et symétrique donc elle est diagonalisable. Déterminons ses valeurs propres.

- 0 1
Le réel \ est une valeur propre de M si et seulement la matrice M —Als3=| 0 1—X 0 | est non
1 0 —A
—da+c=0
inversible, ce qui signifie que le systéme ¢ (1 —A)b =0 n’est pas de Cramer..
a—Xc=0
—da+c=0 a—Xic=0 a —Ac =0
(1-XNb=0 < (I1=Xb=0 < (I—=X)b =0 .
a—Xe=0 "B —hate=0 Ml (1-X)ec=0 =0

Ce dernier systéme étant carré et triangulaire, il n’est pas de Cramer si et seulement si 'un de ses
coefficients diagonaux est nul, c’est-a-dire 1 — A = 0 ou (1 — /\2) = 0, ce qui signifie que A = 1 ou
A=-—1.

Déterminons les espaces propres. Pour éviter les confusions, on évite d’utiliser les lettres X et x (qui
sont liées aux polynomes) pour les vecteurs et « pour les coordonnées (qui sont des éléments de M3 1 (R).

a a+c=0 4= —c —c -1
Y=[(b]|eE (M) (M+1)Y =0& 26 =0 @{ b_—O SY=10]=c| O
a+c=0 N c 1
-1
donc E_j (M) = Vect(| 0 |).
1
a a—c=10 c 1 0
Y=[b|eEi(M)&(M-1)Y =0& 0=0 “a=c)eY=[b]=cl|lO0]+0b]|1
a—c=10 c 1 0
1 0
donc E1(M) = Vect([ 0], | 1]). De fagon évidente, ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc
1 0

ils forment une famille libre de E;(M). On retrouve ainsi que dim E_; (M) + dim E4 (M) = 3 donc M
est diagonalisable.

11 suffit d’explciter 'image de la base canonique de Ro[X] par s
(1) =s(L.X° +0.X' +0.X%) = 1.X2 = X2,
s

(X)=50X"+1.X'+0.X?) =1.X! =X,
s(X?) = 5(0.X° + 0.X' + 1.X2) = 1.X0 = 1.

S
S

0 01
donc la matrice de s dans la base canonique est bien |0 1 0| = M. Par définition de la matrice
100
-1 -1
d’une application linéaire, I’égalité M | 0 | = — | 0 | est équivalente & I’égalité
1 1

s(—1.1+0.X +1.X%) =—(-1140.X +1.X?) & s(—1+ X?) = — (-1 + X?)

donc le polynome P; = —1 + X2 est un vecteur propre de s associé a la valeur propre —1 et il
forme une base de cet espace propre. De méme, si 'on pose P, = 1.1 +0.X + 1.X2 = 1+ X? et
P3=0.14+1.X+0.X? = X, les polynomes P, et P; sont des vecteurs propres de s associés a la valeur
propre 1 et ils forment une base de cet espace propre.

6/i0
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(a)

2n
Soit P = " prX* un élément de E.
k=0

VEER, (s05)(P)(x) = s(s(P)(x)) = 5 <zp> =Y Pouunyr® = 3 peat = P(a)
k=0 k=0 k=0

donc sos =1dg.
Si s(P) = AP alors (s 0 s)(P) = s(s(P)) = s(AP) = As(P) = A2P. Or (s o s)(P) = Idg(P) = P donc
P = \2P ce qui équivaut a (1— /\2)P = 0. Puisque P est un vecteur propre de s, il est non nul donc
1 — X2 =0, ce qui signifie que A € {—1,1}.

Par définition de s, pour tout entier k € [0,2n], on a s(X*) = X?"~%, ce qui nous donne par linéarité
de s :

~Si0<k<n-—1,alors S(Ak)(x) — S(x2n7k + xk) — s(x%*k) + s(xk) — p2n—(2n—k) 4 og2n—k —

ok 4 22k = Ay ()
— Si k =n, alors s(A,)(z) = s(z") = 22" = 2" = A,(x)

~Sin4 1<k < 2n, alors s(Ag)(z) = s(@®F — 2F) = s(22F) — s(ak) = 22 @n—k) _ g2n—k —

ok — 2?2k = — Ay ().
Puisque la dimension de E est 2n + 1 et que la famille (Ag)o<k<2n est de cardinal 2n + 1, il suffit de
2n
montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soient (ay, .., az,) une famille de réels tels que Y a, A, = 0. Or
k=0
nous avons les égalités suivantes
2n n—1 2n n—1 2n
ZanAn = ZakAk + CLnAn + Z akAk = Z ak(Xk + X2n7k) + aan + Z (lk(Xk - X2n7k)
k=0 k=0 k=n+1 k=0 k=n-+1
n—1 n—1 2n 2n
= Zaka + ZakX%“k +a, X" + Z apX® — Z ap Xk,
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1

En utilisant le changement de variable j = 2n—k < k = 2n—j dans les deux sommes faisant intervenant
les exposants 2n — k, on obtient que

2n n—1 2n 2n n—1 n—1 2n
k k k k k
ZanAn = Z ap X"+ Z agn—p X" +a, X"+ Z ap X _Z Qgn—p X" = Z(ak_aanfk)X +an, X"+ Z
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=0 k=0 k=n+
2n
Ainsi le coefficient de X* du polynome 3 a,, A, est ar —ag,_i sik € [0,n—1], a, si k = n et ap +ag,_
k=0
2n
si k € [n+ 1,2n]. Dire que le polynome » a,A, est nul signifie que tous ses coefficients sont nuls,
k=0
c’est-a-dire que a, = 0 et
pour k€ [0,n—1]:ag = az,, a1 = a2n—1, ..., A = Q2 oy Op—2 = Qpt2, Gp_1 = Qpil,
et pour K € [n+1,2n]:apnt1 = —an—1, Gny2 = —Ap—2,...,Aopn_k = —Af, cy A2p—1 = —Q1, G2y = —ag.
On en déduit que ag = ag, = —ag donc 2ag9 = 0 et a9, = ag = 0. De méme, a; = a9,,_1 = —ay donc
2a; = 0 et agp—1 = 0. Plus généralement, Vk € [0,n — 1], a = ag,— = —ax donc a; = 0 et ag,— =0,

ce qui prouve que tous les coefficients (ay) sont nuls et la famille (Ay)ieo,2n) est libre donc c’est une
base de E.

Puisque tous les polyndémes Ay sont non nuls, la question [3¢/ montre que tous les polynémes A sont des
vecteurs propres de s et comme ils forment une base de E, on en déduit que s est diagonalisable. Ses
valeurs propres sont —1 et 1. L’espace propre associé a —1 est engendré par les Ay, lorsque k € [n+1,2n]
et, cette famille étant libre et de cardinal 2n — (n+1)+1 =n, on a dim £_;(s) = n. De méme, 'espace
propre associ¢ a 1 est engendré par les Ay lorsque k € [0,n] et, cette famille étant libre de cardinal
n—0+1=n+1,onadimFEi(s) =n-+1.

7/i0



2004 Corrigé HEC Maths II1 Option Eco

Partie B
1.
(a) R3(z) =zRa(z) — Ri(x) = 2(2®> —2) —2z =23 — 3z
Ry(z) = —xR3(z) — Ra(z) = z(2® — 3z) — (2% — 2) = 2* — 422 + 2.
(b) On procéde par récurrence forte.
1 1
On pose (Py) : "pour tout j < k, le polynome R; est de degré j et Rj(x + —) = 2/ + —-
x x
1 1
Initialisation : £ = 1. R; est un polynome de degré 1 et Ri(x + —) = = + — donc (Py) est vraie.
x x
Héreédité : Supposons que (Py) est vraie. En particulier, Ry est un polynéme de degré k avec Ry (z +

1
-) =2aF + — et Ry est un polynoéme de degré k — 1 avec Ry_1(x) = F1 4
x

g Le polyndéme

x +— xRi(x) étant de degré k + 1 et le polynome Rjy_; étant de degré k — 1, le polynéme z —
TR(x) — Ri—1(z) = Riy1(x) est de degré k + 1. D’autre part, on a

1 1 1 1 1 1 1
R -) = )R —)— Ry ) = NP+ =) - @+ -
k+1(w+x) (:U—l—x) k(x+$) k 1($+$) (ﬂf‘i‘x)(l’ +x’f) (z +$k—1)
1 1 1 1
k+1 k—1 k—1 _ k1
x —i-rk_l—i—x +$k+1—x —xk_l—x +a:’f+1'

1 |
Puisque pour tout j < k, le polynome R; est de degré j et Rj(x + —) = 2/ + = et que Ry41 est de
x x

1
degré k+1 et Rypi(z+—) =2 + 1> on en déduit que (Pg41) est vraie.
x x
Conclusion : Vk > 1, (Py) est vraie donc Vk € N*| | c’est-a-dire Ry est un polynome de degré k avec
1 1
R N=ak 4+ —.
k(l‘ + l‘) "+ mk

2
- +1 . .
—aor’+1=ax < 2?2 —azx+1=0. Le discriminant de ce trinéme est a? — 4.

1
—=a&
(c):c—i—x a

~ Sia? -4 <0< a€]—2,2[ alors Péquation n’a aucune solution,
— Sia®?—4=0<% a= %2 alors I'équation a comme unique solution z = 1,
a+vaz—4

~Sia? -4 >0 & a € — o0o,—2[U]2,+0c0[, alors I'équation a deux racines x = — et

a—+va?—4

r=-———
2

(a) De fagon évidente Q(0) = ag et puisque ag = ag, # 0 donc 0 n’est pas une racine de Q.

(b) Nous avons 'égalité

2n 2n n—1 2n
Q(l‘) xk k—n k—n n k—n
o = akx—n = E ap = g apx +apx + E apx .
k=0 k=0 k=0 k=n+1

Puisque k — n < 0 lorsque k € [0,n — 1] et, en utilisant le changement de variable k = 2n — j & j =
2n — k < k —n =n — j dans la seconde somme, on obtient

Q(IL‘) n—1 1 n—1 ' n—1 1 n—1 . n—1 1
o Z Wk +ap + Z agn—jz" "l = Z s +an + Z a;z" = ap + Z ak(xn,k +z"F)
k=0 k=0 k=0 7=0 k=0
n—1 1 n—1 n ~
= ap+ Z arp Ry (x + ;) = an, + Z arRn—1(y) Pl + Z an—jiR;i(y) = Q(y).
k=0 k=0 j=1
Donc %:) # 0 si et seulement si @(y) #0.
x
Puisque 0 n’est pas racine de @, I’équation Q(z) = 0 est équivalente a I’équation Q(:) = 0 qui est
x

/10
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Partie C

identique a I’équation @(y) = (0. On a ainsi ramené une équation de degré 2n a une équation de degré n
dont la résolution est a priori plus simple. Si {y1,..,ys} sont les racines de cette équation, il ne restera

plus qu’a résoudre les trés simples équations x + — = y; pour trouver toutes les racines réelles de Q.
T
Le polynéme Q(z) = 28 + 2% — 92* + 223 — 922 + 2 + 1 est de degré 6 = 2 x 3 et ses coefficients vérifient

. . . . 1
bien les symétries a = ag_j. Puisque ag =2, a0 = -9, a1 =1, a9 =1, si 'on pose y =z + —, on a
x

Qly) = 2+az_1R1(y) +az—1R2(y) +asz—3R3(y) = 2 + aaR1(y) + a1 Ra(y) + aoR3(y)
2-9R1(y) + Ra(y) + Rs(y) =2 -9y +y> —2+9y° -3y =9 +¢y° — 12y = y(y* + y — 12)

Le trinome 32 +y — 12 admet comme discriminant 49 = 72 donc ses racines sont —4 et 3. L’équation

1
Q(y) = 0 a pour solution y = 0 ou y = 3 ou y = —4. Puisque y = = + —, la question montre que
x

1 1 3 5
I’équation x + — = 0 n’a aucune solution, I’équation x + — = 3 admet comme solution z = + V5

T T 2
~3-+b —4+ V12 —4— /12

5 :—2+\/§etm:#:

—2 — /3. Par conséquent, ensemble des racines de @ est ’ensemble

S:{3+\/5,3_\/5,—2+\/§,—2—\/§}.

et

1
x et '’équation z+— = —4 admet comme solution
x

2 2

l.n=2donc E=Ry[X]={P=a+bX +cX? abceR}etQ={P=a+bX+cX? a,bce][l,2]}
Puisque chaque coefficient & deux possibilités, 'ensemble  contient 23 = 8 éléments

Q = {I+X+X21+X4+2X%2 142X+ X224+ X + X2,

z=3 Z=1 zZ=3 zZ=1
142X +2X2 24+ X +2X2%, 242X + X2, 24+ 2X +2X2%)
Zzl Z;?, Zzl 7=3

De cette explicitation, on constate que Z(£2) = {1,3} et que

4 1 4 1
donc
1 1 4 1 11
E(Z)=1l5+35=5=2, E(Z% = 12.5 +32.5 = ?0 =5 V(Z2)=EZ* - (B(Z)*=5-22=1.

2n
2. Soit P = Y a;X* un élément de .

(a)
(b)

k=0
On a p choix pour chaque coefficient de P et, puisque que P posséde 2n + 1 coefficients, on en déduit
que card = p?*t1,

Puisque 2n—n = n, on en déduit que a,, = as;,_,, donc P admet au moins une incidence, ce qui implique
que Z > 1. En particulier, ’événement (Z = 1) signifie que pour tout entier k € [0,n — 1], ar # azn—r-
Pour chaque entier k£ € [0,n — 1], on a p choix possible pour aj. Puisque les n coefficients ay, .., an—1
ne sont soumis & aucune condition, on a p™ choix. Il reste & sélectionner les coefficients an+1, .., Gon.
Puisque apt1 # a2p—(nt1) = an-1, ON & (p — 1) choix pour ay41. Par le méme raisonnement, on voit
que l'on a (p — 1) choix pour chaque a lorsque k € [n + 1,2n], ce qui nous fait (p — 1)" choix pour les
n coefficients ap1, ..., a2,. Le dernier coefficient a, n’étant soumis a aucune condition, on a p choix.
Par conséquent, on obtient que P(Z = 1) est égal

pPtx(p-1)"xp (p—1)" p—1\"
p p p

9/i0
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Le polynome P admettant 2n + 1 coefficients, il ne peut y avoir plus de 2n + 1 coincidences. Si P
posséde 2n + 1 coincidences, cela signifie que ag = agyn, a1 = a2p—1, -, Gp—1 = Gn+1 €t ap = ay. Ainsi,
la connaissance des ag, ..., an—1, a, fournit la connaissance des agy, .., ap11. Pour chaque coefficients ay
avec k € [0,n], on p choix possibles et il y a n + 1 coefficients ay, ..., a5, on a donc

B B pn+1 _ 1
Soit £ = {k € [0,2n] tel que ax = a9y} Si k € E et k # 2n — k, ce qui signifie k # n, alors k et
2n — k sont deux éléments distincts appartenant a F. Ainsi, F s’écrit comme la réunion disjointe

E={ntu(EN0,n—1])U(EU[n+1,2n])

donc
card(E) = 1+ card (EN[0,n — 1])) 4+ card (E U [n + 1, 2n])

L’application k +— 2n — k est une bijection de (E N [0,n — 1])) sur (E U [n + 1,2n]) donc
card (EN[0,n —1]) = card (E U [n + 1,2n]),

ce qui implique que card E = 1 + 2card (E N [[0,n — 1])) est un entier impair.

L’événement (Z = 2j+1) se réalise si et seulement il existe j entiers k' € [0,n—1] tels que ax = agy, k-
On choisit donc j entiers dans l'intervalle [0,n — 1], qui est de cardinal n, ce qui nous donne (’;) choix
pour les entiers k’. On a p choix pour chaque coefficient ax, k € [0,n—1] (qu’ils soient des incidences ou
non), ce qui nous donne p" choix pour tous coefficients ay, .., a,—1 puisqu’ils sont indépendants les uns
des autres. Les j coefficients ag, i appartenant a {a,1, .., az,} sont fixés par la condition ay = ag,_j.
Pour chaque coefficient ag,—j restant de l’ensemble {a,1,..,a2,}, on a p — 1 choix possible car il ne
peut pas prendre la valeur ag. Il existe n — j tels autres coefficients, et pour chacun d’entre eux, on a
p choix possible, ce qui nous donne p™ 7 choix pour I’ensemblee des ces coefficients et le coefficient a,,
a le droit de n’importe quelle valeur dans [[1, p]. Par conséquent, on a

(")p" x (p—1)"Ip (p— 1)
9 _ N _(n
P(Z=2j+1)= ot = (J) o .

. . : : Z—-1 :
Z =2j+1 avec j € [0,n] si et seulement si ¥V = — = On en déduit que Y (2) = [0,n] et Pon a
la formule

. . . o (p— 1)
Vo€ Mol PO =j)=Pz-2+1) = ()T

O IC RIOICE

1
ce qui démontre que Y suit la loi binomiale B(n, —). Son espérance et sa variance sont donc
p

E(Y):nxlznetV(Y):nx(1> (1—1>:”(p_1).

p P P p p?

On en déduit que

dn(p —1)
——

D V(Z) = VY +1) = AV(Y) =

E(Z)=EQY +1)=2B(Y)+1= . p

10/[10]



