EXERCICE 1

1) a. Posons:Vt €]0,1], h(t) =1 —Int. h est continue sur |0, 1].
Soit € un élément de ]0,1]. Une intégration par parties simple donne (avec v'(t) =1 et v(t) =1 —1Int...):

1 1 1
1
/ (1—-In¢t)dt = [t(l—lnt)];—/ t <_t) dt = 1—5(1—1n5)+/ 1dt =1—e+4elne+l—e=2-2c+¢ Ine.
€ € €

1
lim (e Ine) =0 donc lim (1 —Int)dt =2. Ainsi:

e—0t e—0t+ J,

1
/ (1 —1Int)dt existe et vaut 2 |
0

1—1Int
b. Posons V¢ €]0, +o0[, £(t) = TII; ¢ est continue sur ]0, +o0l.
. . , 11
Soit ¢ un élément de ]0,1]. 2 < 2+ t* done 0 < < =
2412 T2
1
Comme 1 — Int est positif il vient : 0 < £(t) < <3 (1—1nt). ()

1 1 1
vt €]0,1], 0(t) < <3 (1—1Int) et /0 (1 —Int)dt existe donc /0 £(t) dt existe également.

T
De plus / (1 —Int)dt existe, pour tout réel x strictement positif car £ est continue sur |0, +oo[. Ainsi:
1

1—1Int , . "
T e dt converge pour tout réel x strictement positif |.
0

1 1
1—Int 1

Remarque En intégrant l'inégalité (x) on obtient :0 < / Tj;dt < 3 / (1—1Int)dt = 1. Nous en

0 0
reparlerons...

1
c. / £(t) dt converge donc hrgl € )dt = / £(t) dt. Alors 111{)1 </ £(t) dt —/ 0(t) dt) =
0 z— —
Ceci donne encore, grace a Chasles, hrgl+ 5( )dt = 0. Par conséquent lirgl+ F(z)=0= F(0).
€Tr—> 0 xTr—

’ F' est continue en 0 ‘

d. ¢ est continue sur ]0, +oo[. Soit L la primitive de ¢ sur I'intervalle ]0, +o00[ qui prend la valeur 0 en 1.

Yz €]0, +o0, F(z) = /Owﬂ(t) dt = /01 0t dt + /1 (t)dt = F(1) + L(z) — L(1) = F(1) + L(z).



L est dérivable sur |0, +-00[ et sa dérivée £ est continue sur cet intervalle. Ainsi L est de classe C! sur |0, 0.

Comme x — F(1) est de classe C! sur ]0, +o00[, car c’est une fonction constante, on peut alors dire que :

’ F est de classe C* sur ]0, +o0| ‘

Va €]0, +00[, F(z) = F(1) + L(z) donc Va €]0, 40|, F'(z) = L'(z) = {(z) = 12;%

Le signe de F’ sur )0, 4o00[ est celui de la fonction z — 1 — Inz.

Alors F est continue sur [0, +00[, dérivable sur |0, +-o0c[, de dérivée strictement positive sur ]0, e[ et strictement

négative sur Je, +o0o[. Ceci suffit pour dire que:

’ F' est strictement croissante sur [0, e] et strictement décroissante sur [e, +ool. ‘

2) a. Commengons par montrer que [0, 1] est stable par F.

Comme F est croissante sur [0, 1], F([0,1]) C [F(0), F(1)] = [0, F(1)].

1 —1Int 1

1
Or, comme nous l’avons remarqué plus haut, F(1) = / dt < 3 / (1-Int)dt =1.
0

0 2+1t?
Alors F([0,1]) C [0, F(1)] C [0,1]. Ainsi [0, 1] est stable par F.

Pour plus de précautions, montrons par récurrence que, pour tout élément n de N, u,, est défini et appartient

a [0,1].
e ug valant 1, la propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

Uy, est un élément de [0, 1] alors u,41 = F(u,) est défini et appartient & F'([0,1]). Comme F([0,1]) C [0, 1],

Un4+1 appartient a [0, 1] et la récurrence s’acheve.

’ Pour tout élément n de N, u,, est défini et appartient & [0, 1] ‘

b. w; appartient & [0, 1] et ug = 1 donc m.

Montrons par récurrence que:Vn € N; w, > upy1.

e La propriété est vraie pour n = 0 car ug = uy.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

Up = Upt1. Mieux 1 = up, 2 upq1 = 0 et F est croissante sur [0, 1], done upt1 = F(un) 2 F(unt1) = tUnio.

Upt1 = Unto et la récurrence s’acheve.

Vn € N, up 2 Upt1. (Un)n>o0 est décroissante. ‘




c. (un)n>0 est décroissante et minorée par 0 donc:

’ (Un)n>0 est convergente |

3) a. g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1].

1-Inz —1—Inz — a?
Ve €0,1], ¢ (z)=F'(z) - 1= —— - 1= ————— .
.%'6]7],9(33) ("L‘) 2+1‘2 2+I2
1
Posons : Vo €]0,1], p(z) = —1 — Inz — 2. ¢ est dérivable sur ]0,1] et Va €]0,1], ¢(z) = - 2x.

¢ est strictement négative sur ]0, 1] donc ¢ est strictement décroissante sur |0, 1].

Notons que (1) = =2 et lim ¢(z) = +oo.

z—0+
¢ est donc continue et strictement décroissante sur lintervalle ]0,1]. ¢ définit une bijection de |0, 1] sur
Iintervalle [—2, +oo[. Comme 0 appartient & [—2, +o0], il existe un unique élément S appartenant & ]0,1] (
et méme a ]0,1[) tel que p(G) = 0.

Rappelons que Vz €]0,1], ¢'(z) = 2@_&922. Alors :

’ 11 existe un unique réel 3 de |0, 1] tel que ¢’(8) =0 ‘

¢ est strictement décroissante sur |0, 1] et nulle en 3.
Alors ¢ est strictement positive (resp. négative) sur |0, 3] (resp. |3, 1]).

De plus ¢’ est du signe de ¢ sur |0, 1] et g est continue sur [0, 1]. Par conséquent :

’ g est strictement croissante sur [0, 5] et strictement décroissante sur [3, 1] ‘

b. g est continue et strictement décroissante sur 'intervalle |3, 1] donc g définit une bijection de ]3,1] sur
Pintervalle [g(1), lim, g(z)[= [g(1), (Bl

Tr—
g(1) = F(1) —1 < 0. De plus g est strictement croissante sur [0, 8] et g(0) = F(0) — 0 = 0 donc g(8) > 0.

Ainsi 0 est élément de l'intervalle [g(1), g(3)[. Alors:

’ Il existe un unique élément « de |3, 1] tel que g(a) =0 ‘

4) a. Montrons par récurrence que pour tout élément n de N, u,, > .
e C’est vrai pour n =0 car ug =1 > a.
e Supposons que pour un élément n de N on ait u, > a.

Alors 1 > u, > a > 0. Comme F est croissante sur [0,1] on a:upy1 = F(u,) = F(a) = a ( en effet

F(a) — a = g(a) =0). La propriété est vraie pour n + 1.



’VnEN, Up = Q

b. Notons ~ la limite de la suite (uy)n>0. Comme Vn € N, 1 > u,, > «, v est alors élément de [e, 1] donc
de 38, 1].
Vn € Nyupt1 = F(uy), lir_~1_1 u, =y et F est continue en v donc F(y) =~ ou g(y) = 0.

~ est donc un élément de |3, 1] tel que g(y) = 0; d’apres 3) b v = a.

lim w, =«
n—-+o0o




EXERCICE 2

1) Soit w un élément de Q.

e Supposons que U(w) = 1. Alors X (w) < net Y,(w) =z X(w) —y (n — X(w)) (il a vendu X (w) unité(s)
du produit et il lui en reste n — X (w)).

Par conséquent : V,, (w) = 2 X(w) — y (n — X (w)) = (xX(w) —y(n- X(w))) x 1+ na(1-1).

Ya(w) = (2 X(@) = y(n = X(©)) ) Uw) +nz (1 - U(w)).

o Supposons que U(w) = 0. Alors X (w) > n et Y, (w) = nz (il a vendu les n unités). Par conséquent :
Yo(w) =na = (atX(w) —y(n— X(w))) 0+ nz(1—0) = (x (X (w) —y(n— X(w))) Uw)+nz (1-Uw)).

Finalement : Vw € Q, Y, (w) = (a: X(w)—y(n— X(w))) U(w) 4+ nx (1 - U(w)).

Y,=(zX—(n—X)y)U+nz(1-0).

2) a. Soit w un élément de Q.
e Supposons que X (w) < n. Alors X (w) € [0,n] et U(w) =1 donc (XU)(w) € [0, n].

e Supposons que X (w) > n. Alors U(w) =0 donc (XU)(w) =0; (XU)(w) € [0,n].

’ La variable aléatoire XU prend ses valeurs dans [0, n]. ‘

b. E(XU)=S kP(XU=k) = Zn: kP(XU = k).
k=0 k=1

Or pour tout élément k de [1,n], {XU =k} = {X = k}. Alors:

U):Xn:kP(X:k):Xn:kP(X:
k=1 k=0

c. V,=(x+y) XU —n(z+y)U + nx.
La linéarité de l'espérance donne alors: E(Y,,) = (v +y) E(XU) — n(x + y) E(U) + nx.

E(U):P(U:l):P(Xgn):zn:P(X:

n
Ainsi E(Y,,) = (z+y) Z kEP(X n(x+y) Z P(X = k)+nz. Une petite factorisation fournit alors :
k=0



E(Y,)=(zx+y) Z (k—n) P(X = k) + nz.

n+1 OU n
3) a. E(Yy41) = (x+y) (k—n—-1)P(X=k)+(n+ 1)z
k=0
E(Yoi1) —E(Y,)=(@+y) Y (k—n—1)P(X =k)+(n+ Dz —(z+y) Y (k X = k) —na.
k=0 k=0
EYpi1) —EY,) =—(z+y) Z P(X ) + z. Finalement :
k=0

b. Vk € N, P(X = k) > 0. La suite <Z P(X = k)) est donc croissante et converge vers 1 (X est une
k=0 n>0

+oo
variable aléatoire qui prend ses valeurs dans N donc > P(X =k) =1).
k=0

De plus z et y sont deux réels strictement positifs donc < 1.

+y
n
Il existe donc un élément r de N tel que: Vn € [r, +o00], Z P(X =
k=0

> . Notons que r appartient a
T4y

T
Tty

N* car, par hypotheése, P(X = 0) <

T
r+y

Considérons 'ensemble A = {n € N | Z P(X=k)<
k=0

}.

0 est élément de A (toujours 'hypothese P(X = 0) < m) et, d’aprés ce qui précede, A est contenu dans
[0,r — 1].

A est alors une partie non vide et majorée de N, donc A posséde un plus grand élément ny.

no no+1
T T
ng appartient a A et ng + 1 n’appartient pas & A donc: P(X=k)< et PX=k)> .
0 app 0 pp p kZ:O ( ) 7 kZ:O ( )=~ oy
mo x mo+1 x
Supposons qu’il existe un second élément mg de N tel que Z P(X=k)< et Z PX=k)> .
k=0 Yy k=0 Tty
n mo+1 2
Alors mg est un élément de A et Vn € [mg + 1, +00[, P(X=k)> P X=k)> .
: o+ Lbool, 32 POC=0) > 30 PIX =02

Donc mq est un élément de A et et tout élément de N strictement supérieur a mg n’est pas dans A ; mg est

le plus grand élément de A. Alors mg = ng. Des lors:

no no+1
T
Il existe un unique entier naturel ng tel que: P(X =k) et .
d kZ:O ( r+y kzo r+y




c. Vn €N, B(Yup) — E(Y) =2 — (x+1) 3 P(X =k) = (x +) (
k=0

3
3
>
[
=
N————

Tty

Alors Vn € [0, n0], E(Yn+1) — E(Yn) > 0 et ¥Yn € [ng + 1, 400, E(Yat1) — E(Yy) <

o

Ainsi Vn € [0,n0], E(Yno+1) > E(Y,) et Vn € [ng + 1, +00[, E(Yoo+1) = E(Yy).

E(Y,,+1) est donc le maximum de 'ensemble {E(Y,,);n € N}.

’ Ce commergant est stir de maximiser son espérance de gain, en constituant un stock de taille ny = ng+ 1.

k+1 k

. . a —a a a® _, a
4) a. Soit k un élément de N. P(X =k +1) = me = r i T Erl P(X =k).
a
VkEN, P(X =k+1)= = P(X =)

b. Observons que : Vk € N*, P(X = k) = %P(X —k—1).
Notons aussi que I'hypothese que P(X = 0) < Y n’est pas nécessairement vérifiée (P(X =0) = e~ ).

1

2 Program EDHEC_2000S;

3

4 var k:integer;a,u,s,x,y,z:real;

5

6 begin

7 write(’Donner a. a=’); readln(a);

8 write(’Donner x. x=’); readln(x);

9 write(’Donner y. y=’); readln(y);

10

11 k:=0;

12 u:=exp(-a);s:=u;

13 z:=x/(x+y);

14

15 while (s<z) do

16 begin

17 k:=k+1;u:=a/k*u;s:=s+u;

18 end;

19

20 if k=0 then writeln(’La condition initiale n’’est pas remplie.’)

21 else

22 writeln(’La taille du stock qui maximise 1’’espérance de gain est : ’,k);

23 end.




EXERCICE 3

z2

1 .
1) x > —=e 2 est une densité de Xy (resp. X») strictement positive et dérivable sur R.

V2r

Mieux c’est 'unique densité strictement positive et dérivable sur R de X; (resp. Xs).

]. 12
Alors:Vx € R, )= fo(z) = e 7.
fl( ) f2( ) \/ﬂ
1 z2 1 y> 1 22442
Ainsi V(z,y) € R?, g(z* +9%) = fi(z =—¢e 2 X e =—e 2 .
(z,y) 9(x" +y7) = fi(z) fa(y) W W 5
. 14 xz 2 9 2 2 1 242 1 .
Soit = un élément de R*. Posons t = /= x =t*+t* donc g(z) = g(t* +t°) = —e 2 = _—e 2.
2 27 27
Ve e R, g(z) = ie_%.
2T

2) a. V(z,y) €R?, fi(z) f2(y) = g(a® + ¥?).

En dérivant par rapport & x on obtient : V(z,y) € R?, fi(z) fo(y) = 2z ¢'(2* + ¢?).

20g'(x* +9?) _ fil@) f2(y) _ fi(2)

Alors V(z,y) € R?, g(x2 + 1?) o fi(z) f2(y) a fi(z)

- Ainsi :

fitz) _29'(a* +9%)
zfilz)  g(@*+y?)

Ve € R*, Vy € R,

b. Soient x1 et xo deux réels (distincts) non nuls.

fitw) _ 2g'(at+23)  2¢'(a3+al) _ fi(z2)
zy fi(zy)  g(af + 23) gz +a3)  xo fi(zo)

h(xl) = = h(iCQ)

’ V(z1,22) € (R*)2, h(z1) = h(x3). h est constante sur R*.

azQ
c. fi et x — e 2 sont dérivables sur R donc, par produit, k est dérivable sur R.

ax ax

Vo € R, K(z) = (o) = F - az (o) = F = (f1(2) - ax (@) e~ F-

_ file)

oz fi(z) “

Donc Vz € R*, fi(z) = az fi(z) ou Vo € R*, f{(z) — ax fi(z) = 0. Alors Vo € R*, k'(z) = 0.

Rappelons que Vz € R*, h(x)

Ainsi k' est nulle sur les intervalles | — 0o, 0[ et ]0, +00[. k est constante sur chacun de ces intervalles.

’ k est constante sur R% et sur R* . ‘

11 existe alors deux réels K et K’ tels que:Vz €] — 00,0[, k(x) = K et Va €]0,+o0], k(z) = K'.



Par définition, k est continue sur R donc en 0. Alors K = lim k(z) = k(0) = lim k(z) = K'.

z—0— z—0t+

Donc K = k(0) = K'. Alors Vo € R, k(z) = K.

’ k est constante sur R. ‘

G.:Ez G.Iz

Ve eR, fi(z)em 2 =k(x) =K. AlorsVz € R, f1(z) =Ke 2 .

G.I2

11 existe un réel K tel que Va € R, fi(x)=Ke 2 .

d. f1 est une densité de probabilité strictement positive sur R donc K est strictement positif.

+OO at2 JrOO +OO at2
Alors / e 2z dt converge puisque / f1(t) dt converge. En particulier / e 2z dt converge.
—o0 —o0 1

at? 1

Supposons que a est positif ou nul. V¢t € [1,400[, e 2 >1 > 0.

= t—o =z

+o0 2 +o0
at® , .
La convergence de / e 2 dt donne alors la convergence / I dt ce que réprouve la morale Rieman-
1 1

nienne.

’ a est strictement négatif. ‘

1 _ a2
e. 0y =/ — donc:Vz € R, fi(z)=Ke 271 De plus f1 est une densité de probabilité.
a

—0o V2mo1

— 00

400 400 _% 400 1 _t722
Alors: 1 = / fi)dt =K / e *1dt=KV2ro e 1 dt.
22

T 252 o2 ez . . . . . .
Or z — \/2*1 e *°1 est une densité de probabilité d’'une variable aléatoire qui suit une loi normale de
™oy

parametres 0 et oy.

+o0 +2
1 _t7
e 1 dt=1. Il vient alors: 1 = KV2ro; x 1 = KV2ro0.

Ainsi
—0o V2mWoq
P Squent K L ctvzeR fi(z) L i
ar conséquen = et Vx , r)=——e€e 1.
d V2mog ! V2w oy

’ X1 suit une loi normale de parametres 0 et 0. ‘

2

1 -5 ..
e %72 et ainsi
V2w oy

3) De méme on peut trouver un réel oo strictement positif tel que Vo € R, fo(x) =

X5 suit une loi normale de parametres 0 et .

V(x,y) € R?, fi(z) f2(y) = g(x® +y?). Ainsi f1(1) f2(0) = g(1) = f1(0) f2(1).

Al 1 —5z 1 1 1 —5
ors e 1 = e 292,
V2mor V21w oy V2mo1 V2w oo

27 _ T2 1 1

Ce qui donne e *°1 =e¢ 2,puls ~—5 = -—-
207 205



Enfin 07 = 03 et: 0 = 09 car ces deux réels sont strictement positifs.

X, et X5 suivent toutes les deux la méme loi normale.

PROBLEME

Partie 1: étude des symétries de R

1) a. Soit « un élément de Fy. x = x + Ogn avec = dans Fy et Ogn dans Fy Alors s(z) = 2 — Oge = 2.

’VJ;EFl, s(x):x‘

b. Ce qui précéde montre que F; C Ker(s — Id). Montrons l'inclusion inverse. Soit x un élément de

Ker(s — Id).
Mz1,22) € F1 X Fa, © =x1 + x2. s(x) =2 donc x1 — x9 = x1 + x2. Alors 2z9 = Ogn. 2 = Ogn.
Par conséquent z = x1 et x est un élément de Fj.

Ceci acheve de prouver que Ker(s — Id) C Fy. Finalement :

| Ker(s — Id) = F |

2) a. Soit z un élément de Fy. & = Ogn + 2 avec Og» dans Fy et x dans F» Alors s(x) = Ogn —z = —x.

’VxGFQ, s(x):fx‘

b. Ce qui précede montre que Fp C Ker(s + Id). Montrons 'inclusion inverse. Soit x un élément de

Ker(s + Id).
Mxy,22) € F1 X Fy, © =x1 + x2. s(x) = —x donc x1 — w2 = —21 — x3. Alors 221 = Ogn. x1 = Ogn.
Par conséquent x = x5 et x est un élément de F5.

Ceci acheve de prouver que Ker(s + Id) C F;. Finalement :

’ Ker(s+ Id) = F> ‘

3) Soit p la dimension de Fy. F; est de dimension n — p.
Rappelons que F} et F, ne sont pas réduits au vecteur nul.

Soit (e],...,e,) une base de F et soit (e}, q,...,€;,) une base de Fy.

rn



Comme Fy et I sont supplémentaires, B’ = (e}, ..., €}, e,,1,...,¢,) est une base de R".

Mieux B’ est une base de R™ constituée de vecteurs propres de s car les éléments de B’ ne sont pas nuls,

Vi € [1,p], s(ei) =€ et Vi€ [p+1,n], s(ei) = —el.

Ip OP»”—QD )

s est diagonalisable et a pour matrice dans B’ :
On*p,p _In*p

Remarque
I, (resp. I,,_,) est la matrice identité de M,(R) (resp. M,_,(R)).

On—pp (resp. Opn_p) est la matrice nulle de M,,_p, ,(R) (resp. Mp n—p(R)).

I Opn—
4) Réciproquement soit p un élément de [1,n — 1] considérons la matrice A = ? PP de
On—pp —In-p
M, (R).
Montrons que A est la matrice d’une symétrie.
Soit f 'endomorphisme de R™ de matrice A dans la base canonique B = (eq, e, ..., ¢e,) de R™.

Vi e [1,p], fle;) =ei, Vi€ [p+1,n], fle) = —e;.

Posons Fy = Vect(e, ..., ep) et F1 = Vect(epti, ..., en).

(e1,...,€p) et (eps1,...,ey) sont deux familles libres de R™ comme sous-familles d’une famille libre de R™.
(e1,...,ep) (resp. (ept1,...,en)) est alors une base de Fy (resp. Fs).
Comme (eq,...,€p,€pt1,---,6,) est une base de R™, Fy et F, sont supplémentaires.

Notons également que I et F ne sont pas réduits au seul vecteur nul.
Considérons alors la symétrie vectorielle s par rapport a F; et parallelement a Fb.
Vi€ [1,p], s(e;)) =e; = f(e;) et Vi€ [p+1,n], s(e;) = —e; = f(ei).

s et f sont alors deux endomorphismes de R™ qui coincident sur la base B de R™.

Par conséquent f = s. f est donc une symétrie.

I Opn—p
—I

Si p est un élément de [1,n — 1], la matrice (
n—p

) de M,,(R) est la matrice d’une symétrie.
n—p,p

Partie 2: étude de deux exemples.

1) a. B = (e1,e2,e3) est la base canonique de R3.



Soit u = xeq +yes + zes un élément de R? et soit A un réel.

(-1 2 2 - - —1+3Nz+2y+2z = 0
s(u):)\u<:>§ ; _21 ;1 Z =A g; = 2e+(2-3N)y—z = 0
2r—y+(2-3X)z = 0
Les opérations élémentaires L1 <« Ly + 2Ls et L3y « L3 — Lo effectuées sur le systéeme permettent de dire
que:
31=XN(z+2y) = 0
s(uy=Au<=<{ 2x+(2-3\Ny—2z = 0.

30 -1Dy—2) = 0

e 1% cas: A=1. s(u) =us2x—y—2=0.

1 est valeur propre de s et le sous-espace propre associé est le plan vectoriel d’équation 2z —y — z = 0 dans

la base B. Notons que (e; + 2ea, e2 — e3) est une base de ce plan.

® 2°M€ cag: \ £ 1.

z+2y = 0 T =2y = -2y
s(uy=dues2e+2-3\N)y—2 = 0©{z=y <:>{z:y .
y—z = 0 —4dy+(2-3N)y—y=0 -3A+1y=0
-A=-1ls(u)=—u<=x=-2yet z=y.

—1 est valeur propre de u et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par

(—261 + e + 63)

- A#£ -1 s(u)=Au<=ax =y =2=0<= u=_0gs. \n’est pas valeur propre.

s possede deux valeurs propres 1 et —1.

Le sous-espace propre associé & la valeur propre 1 est le plan vectoriel de base (e; + 2es, e3 — e3).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est la droite vectorielle engendrée par (—2e; +e2+e3).

b. La somme des dimensions des deux sous-espaces propres de s est égale a la dimension de R? donc s est

diagonalisable.

Ainsi les deux sous-espaces propres Ker(s — Id) et Ker(s + Id) de s sont supplémentaires et non réduits au

seul vecteur nul.
Soit  un élément de R3. 3!(z1,22) € Ker(s — Id) x Ker(s + Id), = x1 + xa.
s(x1) = z1 et s(x2) = —xo donc s(z) = x1 — xs.

s est donc la symétrie par rapport a Ker(s — Id) parallelement & Ker(s + Id).

s est la symétrie par rapport au plan vectoriel de base (e1+2es, e2 —e3) parallelement & la droite vectorielle

engendrée par (—2e; + e + e3).

2) a. Soit z un élément de E.



s(z+s(z)) = s(z) + s(s(z)) = s(z) + @ =z + s(z) ; v + s(z) € Ker(s — Id).

s(z —s(z)) = s(z) — s(s(z)) = s(z) —x = —(v — s(x)) ; * — s(x) € Ker(s + Id).

’ Ve € R", x + s(z) € Ker(s — Id) et x — s(z) € Ker(s + Id). ‘

b. e Soit # un élément de R™. Posons:z; = %(a: + 3(3:)) et 9 = %(l‘ — s(:c)) T =x1 + T9.

x+ s(z) € Ker(s — Id) et x — s(z) € Ker(s + Id). Par conséquent : z; € Ker(s — Id) et x2 € Ker(s + Id).
Ainsi Vo € R™, 3(z1,22) € Ker(s — Id) x Ker(s + Id), z = x1 + x2. Alors R" = Ker(s — Id) + Ker(s + Id).
e Soit z un élément de Ker(s — Id) N Ker(s + Id). s(xz) =z et s(x) = —z. = —x et x est alors nul.

Ker(s — Id) N Ker(s + Id) = {Og~ }. Ceci achéve de montrer que :

’ Ker(s — Id) et Ker(s + Id) sont supplémentaires. ‘

c. Soit x un élément de R™. 3!(z1,22) € Ker(s — Id) x Ker(s + Id), x = 21 + z2.

Alors s(x1) = 1 et s(x2) = —x2. Ce qui donne s(x) = s(z1) + s(z2) = £1 — x2.

’ s est la symétrie vectorielle par rapport a Ker(s — Id) parallelement a Ker(s + Id). ‘

au moins si Ker(s — Id) et Ker(s + Id) ne sont pas réduits & {Ogn }... pour étre conforme au texte.
Partie 3

1) Nous avons vu plus haut que s est la symétrie vectorielle par rapport au sous-espace propre associé a la

valeur propre 1 parallélement au sous-espace propre associé a la valeur propre —1.

La matrice M de s dans la base canonique, qui est une base orthonormale de R3, est symétrique. s est
donc un endomorphisme symétrique. Ainsi ces deux sous-espaces propres sont orthogonaux. Etant déja

supplémentaires 'un est I'orthogonal de 'autre. s est donc une symétrie orthogonale.

’ M est la matrice d’une symétrie orthogonale. ‘

2) a. Soit z un élément de Ker(s — Id) et soit y un élément de Ker(s + Id). s(z) =z et s(y) = —y.
<z y >=< s(x),y >=< x,8(y) >=<x,—y >=— < z,y > Alors 2 < z,y >=0et < z,y >=0.

V(x,y) € Ker(s — Id) x Ker(s + Id), < z,y >=0.

’ Ker(s — Id) et Ker(s + Id) sont orthogonaux.




s est une symétrie donc Ker(s — Id) et Ker(s + Id) sont supplémentaires. Ces deux sous-espaces sont donc

supplémentaires et orthogonaux. Par conséquent I'un est 'orthogonal de ’autre.

’ s est donc une symétrie orthogonale. ‘

b. Soient z et y deux éléments de R™. 3!(xy,22) € Fx FX, o =21+ x5 et 3(y1,92) € Fx FL, y =31 + .
<s(x),y >=<T1— T2, Y1 + Y2 >=< 1,51 >+ < T1,Y2 > — < T, Y1 > — < Ta, Y2 >.

< s(x),y >=< x1,y1 > — < Ta,y2 > car x1 (resp. x2) et yo (resp. y1) sont orthogonaux.

De méme < s(y),z >=< y1,21 > — < Ya, T >.

< s(a),y >=< x1,y1 > — < Ta, Yo >=< Y1,T1 > — < Y2, T2 >=< s(y),x >=< z,s(y) >.

s est un endomorphisme symétrique. ‘

Si s est une symétrie de R™, s est une symétrie orthogonale si et seulement si s est un endomorphisme

symétrique.

3) a. Soit x un élément de R". 3!(z1,25) € F x F*+, =1 + xo.

s(zx)=x1—xa =21 — (. — 1) =201 —x = 2p(x) —x = (2p — Id)(x).

b. Soit  un élément de R™. p(z) est un élément de F. Soit (o, e, ..., ;) la famille des coordonnées de
p(x) dans la base (ur, ug, ..., up).
x—p(x) est un élément de F-. Donc = — p(z) est orthogonal & tous les éléments de la famille (uq, uz, . . ., up).
P
Vie [1,p], 0=<z—pa),u; >=<x,u; > — < p(x),u; >=< x,u; >— < Z o Ug, U >
k=1
P
Vi e [1,p], 0 =< z,u; > — Z ap < U, u; > =< T,u; > —a; car (ug,us, ..., upy) est une famille orthonor-
k=1
male.

P P
Vi e [1,p], o =< x,u; >. Alors p(x) = Z < x,u; > u; et s(x) =2 Z < TyU > U — X
i=1 i=1

P
Ve e R", s(z) =2 Z <@ up > U — X
i=1

4) a. Notons que F' est un plan vectoriel et que v; = 2e1 + eg est un élément de F'.

Cherchons un élément non nul de F orthogonal & v1. Soit w = ze; +yes + ze3 de R3.



r—2y+32=0

w est un élément de F' orthogonal a v; si et seulement si { 24y =0 ().
y=—2z
(%) & y=—2x ¢>{y:—ZaU PN 5
3

Ainsi v9 = 3e; — 6ey — beg est un vecteur de F' orthogonal a v .
lorll = V2 H T2 = V5 et vz = /3 + (=67 + (-5 = V70,
1 1
Posons u; = — (2e1 + e3) et ug = —— (3e1 — 6ey — Hez).
1 NG ( 1 2) 2 /70 ( 1 2 3)

Alors (u1, ug) est une famille orthonormale, donc libre, de deux vecteurs du plan vectoriel F'. C’est donc une

base orthonormale de F'.

1 1
(uy,ug) = (\/5 (261 + 62), ﬁ (361 — 6ey — 563)) est une base orthonormale de F.

b. Nous noterons encore s la symétrie orthogonale par rapport a F'.
Soit u =z e, +yes + zeg un élément de R3.

(u1,usz) est une base orthonormale de F, donc s(u) =2 < u,u; > ug +2 < u,ug > ug — u.

(u) = 2= (20 + y) —= (21 + €2) +2 — (35 — By — 52) — (3e1 — Be — Bes)
s(u) =2 —=(2z — (2e1 + ¢ —— (3z — 6y — 52) — (3e; — bea — bez) —z e —yes — ze3.
/5 y\/g 1 2 /70 Y /70 1 2 3 1—Yez 3

1
s(u) = 2 (14(2x +y)(2e1 + e2) + (3x — 6y — 52)(3e; — 6ex — bes) — 35z e; — 35y ex — 352 63))

1
s(u):g{(28(2x+y)+3(3$—6y—5z)—3530)61—1—(14(2m+y)—6(3x—6y—5z)—35y)62+(—5(33@—

6y — 5z) — 352) 63] :

1
s(u) = 5 {(SOx +10y — 152) €1 + (10 + 15y + 302) 3 + (—15z + 30y — 102) eg} .

1
s(u) = = {(Gx +2y—3z)er + (22 + 3y + 62) e + (—3z + 6y — 22) 63:| . Alors:

La matrice NN, relativement & la base canonique de R?, de la symétrie orthogonale par rapport & F est :




