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Partie I : Somme de variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle de
parametre 1

1. 1l résulte du cours que:

_t .
La fonction h définie par V¢ € R, h(t) = {60 51 t € [0, oo est une densité d’une variable aléatoire qui suit la
sinon

loi exponentielle de parametre 1.

’ L’espérance et la variance d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1 valent 1.

2. a. Soit n un élément de N*. X7, Xo, ..., X,, possedent une espérance et une variance qui valent 1.
n

Donc S, = E X}, possede une espérance et une variance.
k=1

La linéarité de 1’espérance donne alors E(S,,) = Z E(X%) donc E(S,) = Z 1=n.

k=1 k=1
n n
L’indépendance des variables aléatoires X, Xa, ..., X, permet d’écrire que V(S,,) = Z V(X)) = 1=n.
k=1 k=1
’ Pour tout élément n de N*; E(S,,) = n et V(S,) = n. ‘
b. Soit n un élément de N*. X, X», ..., X,, sont indépendantes et suivent toutes la loi exponentielle de parametre 1

donc la loi gamma de parametres 1 et 1 (ou la loi gamma de parametre 1).
n

Le cours permet alors de dire que Z X}, suit la loi gamma de parametres 1 et n (ou la loi gamma de parametre n).
k=1

’ Pour tout n dans N*, S, — I'(1,n) ou S, — ~y(n). ‘

Remarque Ceci permet de retrouver ’espérance et la variance de S,,.

Dans ces conditions :

tnfl 67t )
pour tout n dans N*, la fonction h,, définie par Vt € R, h,(t) = I'(n) si ¢ €]0, +oo] est une densité
de S 0 sinon
eS,.
t’nfl eft
Remarques 1. Vn € N*, ¥Vt €]0,4+00[, hy(t) = W
n—1)!
tnfl eft
~ ~ —— sitel0
2. Pour tout n dans N*, la fonction h,, définie par Vt € R, h,(t) = I'(n) sit € [0, +oof est encore une densité
0 sinon

de S,,.
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3. Notons Fyy et Fy les fonctions de répartition de U et de Y.

0 size€]—o00,0]
Ve eR, Fy(z)=< x siz€0,1]
1 size[l,+o0]

VeeR, Fy(z)=PY <z)=P(-In(1-U)<z)=Pn(1-U)>2 —-2)=P(1-Uze*)=P{U<1-e7%).
Ve € R, Fy(x)=Fy(l—e™%).

Si z est un élément de | — 00,0[, 1 —e™® < 0 et ainsi Fy(z) = Fy(l —e™*) =0.

Si z est un élément de [0, +o0[, 0 < 1 —e @ < 1let donc Fy(z)=Fy(l—e™®)=1—e"".

Finalement Vo € R, Fy (z) = { 1 _067I S% 2 € [0,+00[ A1
sinon

’ Y = —1In(1 — U) suit la loi exponentielle de parametre 1. ‘

4. La fonction random permet de simuler U donc la fonction -In(1-random) permet de simuler —In(1 — U) donc la
loi exponentielle de parametre 1.

On simule alors S,, en ajoutant les résultats de n simulations (indépendantes) de la loi exponentielle de parametre 1.

Nous allons plutot écrire une fonction qu’un programme.
function Simule_S_n(n:integer) :real;

var k:integer;s:real;

s:=0;
for k:=1 to n do
s:=s-1n(l-random) ;
Simule_S_n:=s;

10 end;

1
2
3
4
5 begin
6
7
8
9

5. Soit n € N*.
Ici aussi nous écrirons une fonction. Proposons deux versions.
La premiere simule S, Ss, ..., Sn, ... tant que la simulation donne une valeur inférieure ou égale a .

La seconde simule Sy, Ss, ..., Sy, ... jusqu'a ce que la simulation donne une valeur strictement supérieure a t. On

renvoie alors la valeur n — 1 si n a été initialisé & 0 ou n si n a été initialisé a —1.
function Simule _N_t_V1(t:real):integer;

var n:integer;s:real;

n:=0;s:=-1n(1-random) ;

1
2
3
4
5 begin
6
7 while (s<=t) do begin
8
9

n:=n+1;
s:=s-1n(1-random) ;
10 end;

11 Simule_N_t_V1:=n;
12 end;
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function Simule _N_t_V2(t:real):integer;
var n:integer;s:real;

begin

n:=-1;s:=0;

repeat
n:=n+1;s:=s-1n(l-random) ;
until(s>t);
Simule_N_t_V2:=n;

end;
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Exercice Soit t un un réel strictement positif.
Q1. Montrer que presque stirement il existe au moins un élément i de N* tel que {S; > t} se réalise.
Q2. Montrer que pour tout n dans N*, les événements {N; = n} et {S,, <t} N {Sp4+1 > t} sont égaux.

Q3. Montrer que N; suit la loi de Poisson de parameétre t.

Partie II : Polyndémes de Laguerre

Remarque  Soit n un élément de N. x — ™ et x — e~ sont de classe C*° sur R. Alors par produit f, est de classe
C> sur R. Ceci justifie la définition de f,S") et donc de L.

6. Vz e R, Lo(z) =e€” féo)(m) =e” fo(z) =e*e ® =1. Donc Ly = 1.

]vxeR, Lo(z)zlouLozl.‘

Vo €R, fi(z) =ze . DoncVz €R, Li(z) =¢” f{(z) =¢” (e ® +ax(—e ")) =1—x. Donc L; =1— X.

(V2 €R, Li(z)=1-zoul =1-X.|

1 .
Ve e R, fox) = 3 z?e™". La formule de leibniz donne Vx € R, f2(2) (x) =
1
vz eR, fP(z) = 3 (2—4z+2?)e . Alors Vo € R, Lo(x) =e” fi(z) =e

(e +2(22) (—e ") +2%e™").

1 1
(2(2—4x+x2)6_£) :1—2:5—1—5302.

N —

8

1
OUL2:1—2X+§X2.

1 1
Vr € R, Lg(z):1—2x+§x2 ouL2:1—2X+§X2.

1
7. Soit n dans N. Posons Vz € R, u,(z) = 2" et v(z) = e~ *. u, et v sont n fois dérivable sur R et f,, = — Un V.
n!

1 < 1 <
La formule de leibniz donne alors : f{") = — E (Z) ulh) o=k = = E (Z) u{n =) (),
n! n!
k=0 k=0

Deux récurrences simples montrent que :
L. Vke[o,n], VzeR, uP(@)=nn—-1)...(n—k+ 12" = ——_=

2.V e N, v® = (=1)*vouVk e N, Vz e R, v®(z) = (~1)F ¢®.



Alors Vz € R, f{"™(x) = 1 Z [

Tl' k=0 k=0
Vz R, £ (z) % kzn::o [(Z) ﬁka( 1)%—"6} =" ;0 {(_]j‘)k (Z) xk]
neen - (= £ [ () -E [ 04 - 52 ()
Vz €R, Ly(z) = kn *;')k (Z) 2* ou L, = Xn: (*k,l‘)k (Z) X+
=0 k=0

_1)"
8. Notons que Q (n

="
— = #0!! Alors plus de doute!

n

pour tout n dans N, L,, est une fonction polynémiale (ou un polynéme) de degré n dont le coefficient du terme

="
nl

de plus haut degré est

1
i _ = . nt+l -
9. Soit n dans N. Vx € R, fhii(x) = CES 2L e
Vz €R, fi1(z) = ! [(n+1)z" e + L (_671)—ixn€71—;xn+1 T = ful®) = fara(z)
v Jn+1 o (’I’L —+ 1) (']’L -+ 1)| - nl (n 4 1)| n n+1 .

Vn € N’ Vo € Rv f7l1+1(x) = fn(x) - fn-&-l(x)'

10. Soit n un élément de N.
Ve €R, Luji(2) = e [0 () done Vo € R, L,y () = e fI7 0 (@) + e 11D (@) = e (£050 (@) + £ (@),

f(n+2) f(n+1) ffﬁ:{l) ou f n+1) + f(n+2) (n+1).

Or f; 11 = fn— fny1. En dérivant n + 1 fois on obtient : £}

Alors Vz € R, L], (z) =¢€” f7(ln+1)(:v)

Or Vz € R, f(n)( ) =€ % Ly(z). En dérivant on obtient :

Vo e R, f" (@) = —e~" Lo(x) + e Ly(z) = e® (L}, (2) — Ly(x)).

Done Va € R, L,y (2) = e ™) (@) = % e (Ly(2) — Lu(@)) = Ly (@) — La(@).

]vneN, Vo €R, Ly (x) = L(z) — Ln(z) ou Vn €N, L}, = L}, — L,.

g tle® r x"e "

11. Vn e N, Vz € R, fry1(z) = CESI] b e n+1fn(x).
n €N, Vo € R, fun(@) = g fula)

. (n+1) (n+1)
12. Soit n dans N. Vz € R, (n+1) Lyqi(z) = (n+1)e” f, 7 =¢€” ((n +1) fn+1> ().

n

Rappelons que Vz € R, uy(z) = 2. Alors (n+ 1) fr41 = uy fr, daprés Q11.

)" @) = e r £ ).

Donc Ve € R, (n+1) Lyy1(x) = ((n +1) fur1
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n+1
1
La formule de Leibniz donne (u; f,,)" Y = Z <n;€+— ) u(lk) flnt1=k),
k=0

Or Ugo) = U1, ugl) =1 et Vk € [2,+o0], ugk) =0.

n+1

Alors (uy f,,) "+ = < 0

Yunggre o (T U = g+ 1
Donc Vo € R, (n+1) Lpy1(z) = € (ug fn) ™t (z) = €® (x T(L"H)(x) +(n+1) ) (w))

Donc Vz € R, (n+ 1) Lyy1(z) =xe” énﬂ)(x) +(n+1)e” T(Ln)(a:) =ze® fT(LnH)(x) +(n+1)L,(z).
Remarquons alors que Vz € R, fén)(a:) =e " L,(x).

Donc en dérivant il vient Vz € R, fénﬂ)(a:) = —e *Ly(x)+e *L(x) ouVe € R, e* fT(LnH)(x) = —Ly(z)+ L, (2)
(résultat que nous avions déja obtenu dans Q10)...).

Alors Vo € R, (n+1) Lyi1(z) = ze® f\" 7 (@) + (n+ 1) Ln(2) = 2 ( = Lo (2) + L, (2)) + (n+ 1) Ly (2).

Finalement Vz € R, (n+ 1) Lp41(x) =2 L () + (n+ 1 — ) L, ().

’ Pour tout élément n de N:Vx € R, (n+1) Lyy1(z) =2 L) (z) + (n+ 1 — ) L, (). ‘

| Pour tout élément n de N, (n+1) Lyt = X Lj, + (n+1— X) L. |

13. Soit n dans N. (n+1)L,41 = XL, +(n+1— X) L,. En dérivant on obtient :

(m+1)L, =L, +XL,— Ly+(n+1-X)L,, =XL)—~ L,+(n+2-X)L,. Or L}, ., = L, — Ly.
Ainsi (n+1)(L), = L,) =X L)) — L, + (n+2—X) L,,. Ce qui donne:

Oppx) = —(n+ 1) (L — L)+ X I/ — L+ (n+2— X)Ll = X L/ — (X = 1) L, + n L.

X L — (X = 1) L +n Ly, = Ogp].

VneN, XL —(X-1)L,+nL, =0 xjouVneN, Vo R, 2L (z) - (x—1)L;,(x) +nLy(x) =0.

Partie III : Produit scalaire, orthogonalité, endomorphisme

14. e Soit k un élément de N.

k + 1 est strictement positif donc k + 1 appartient au domaine de définition de la fonction T

400 “+ o0
Ainsi / z*+D=1 =% 42 converge donc l'intégrale / zF 7 dz est convergente.
0 0

+oo
Pour tout élément k de N, l'intégrale / z¥ e=® dx est convergente.
0

e Soit A un élément de E. Il existe un élément r de N et un élément (ag, ai, ..., a,) de R™"! tels que:

Ve eR, Alz) = Z ay z".
k=0
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T

+oo +o0
Pour tout élément k de N, / zF e7* dz converge donc / (Z ay ¥ e_z> dz converge comme combinaison
0 0

k=0
+o0o
linéaire de r + 1 intégrales convergentes. Ainsi l'intégrale A(x) e”" dzx est convergente.
0
—+oo
Pour tout élément A de F, I'intégrale A(z) e”" dz est convergente.
0

+oo
Remarque  On pouvait obtenir I'absolue convergence, donc la convergence, de / A(zx)e " dx en montrant que
0

_ 1
|A(z)e | = o —; | par croissance comparée.
T——+00 ;CQ

15. e Soit (P, Q) un couple d’éléments de E.

+oo +oo
P @ appartient & E donc / (PQ)(z) e dx converge donc / P(z) Q(z) e"® dx converge! Ainsi < P,Q >
0 0

existe.
< .,.> est une application de E x FE dans R.

e Soit A\ un réel et soient P, @), R trois éléments de E.

+o0 +oo
<AP+Q,R>= /0 (AP +Q)(z) R(z)e *da = /0 (AP(z) R(z) + Q(z) R(z)) e da.

400 400 400
<AP+Q,R>= /0 (AP(z)R(z)e ™ + Q(z) R(z) e ") dz = A /0 P(z)R(zx)e *dz + ; Q(z) R(x)e *dz

car toutes les intégrales convergent. Alors < AP+ Q,R>=X <P, R>+ < Q,R >.
VAER, Y(P,Q,R) € E®, <AP+Q,R>=)\ <P,R>+<Q,R>. <., .> est linéaire & gauche.

+oo —+oo
e Soit (P, Q) un couple d’éléments de E. < P,Q >= / P(z)Q(z)e “dx = Q(z) P(x)e *dr =< Q, P >.
0 0
V(P,Q) € E?, < P,Q >=<Q,P >. <.,.> est symétrique.
400
e Soit P un élément de E. Vx € R, (P(gc))Qe_’lc >0et 0< 400! donec < P, P >= / (P(sc))2 e ?dz > 0.
0

VPe E, <P P>>0. <. .> estpositive.

e Soit P un élément de FE tel que < P, P >= 0.
+o0 9
v / (P(z))" e *dz =0.
0

va— (P(x))2 e~ est positive sur [0, +o00].
va— (P(m))2 e~ ® est continue sur [0, +o0].
v 0 # +oo!
Alors x — (P(:E))2 e~ 7 est nulle sur [0, +oo[. Comme x — e~ * ne s’annule pas sur [0, +-o00[: V& € [0, +00], (P(x))2 =0.

Ainsi Vz € [0,4+00[, P(z) = 0. La fonction polynémiale P admet alors une infinité de zéro c’est donc la fonction
polynomiale nulle. P = 0p.

VPeFE, <P,P>= P=0g. <.,.> est définie.

Les cinq points précédents permettent de dire que:

< .,.> est un produit scalaire sur F.
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16. e Soit P un élément de E. v — x, P”, v — x — 1 et P’ sont des applications polynémiales de R dans R.
Par produit « — x P”(x) et x — (z — 1) P'(x) sont des applications polynomiales de R dans R.

Par combinaison linéaire x — = P’ (z) — (x — 1) P’(x) est une application polynémiale de R dans R donc un élément
de E. Ainsi T'(P) appartient a E.

VP € E, T(P) € E. T est une application de E dans E.

e Soit A un réel et soient P, Q deux éléments de E.

Ve e R, TAP+Q)(z) =2 (AP+Q)"(z) — (z -~ 1) AP+ Q) (x) =z (AP"(z) + Q"(z)) — (z — 1) (A P'(z) + Q'(x)).

Vo € R, TAP +Q)(z) = Az P"(z) + (z — 1) P'(z)) + (2 Q"(2) + (z — 1) Q'(z)) = AT(P)(z) + T(Q) ()
TAP+Q)(z) = (AT(P)+T(Q))(x). TAP + Q) = AT(P) + T(Q).

YAER, V(P,Q) € E?, TIANP+ Q) = T(P) +T(Q). T est linéaire. Ce qui achéve de montrer que :

Vz € R,

’ T est un endomorphisme du R-espace vectoriel F. ‘

17. Posons Vx € R, p(z) =z P'(x)e”
¢ est de classe C' sur R comme produit de trois fonctions de classe C! sur R.
Ve eR, ¢'(x)=P(x)e*+xP'(z)e®+aP(z)(—e*)=(xP'(z) — (x —1)P'(x)) e * =T(P)(x)e "

x — T(P)(x) e ® est la dérivée de © — z P'(z) e ™.

Pour pout P dans E, lapplication de R dans R:z — T(P)(x)e™* est la dérivée de I'application de R dans R:
x— xP(x)e ®.

18. Soient P et @ deux éléments de E.

Rappelons que nous avons posé Vo € R, ¢(z) = x P'(z) e~ . ¢ est de classe C! sur R et Vo € R, ¢/ (z) = T(P)(x) e 7.

A A
/ T(P)(z)Q(z)e *dax = / ¢ () Q(z) dz. ¢ et Q sont de classe C* sur R donc nous pouvons intégrer par parties.
0 0

A A

[ 1@ a@ear= [ @) Q) ds = (o) Q)]
0 0
A A

/0 T(P)(z) Q(z)e " dx = p(A) Q(A) — ¢(0) Q(0) — /0 z P'(z)e™" Q'(z) dx. Notons que (0) = 0. Alors:

A A
/ T(P)(z) Q(z)e *dx = A P'(A) e Q(A) — /0 xP(x)e " Q' (z)dx

~

A A
/ (P)(z)Q(z)e ®dz=A P'(A)Q(A) e 4 — /0 rP(2) Q' (z)e "dx (1).

x — x P'(x) Q'(x) appartient & F comme produit de trois éléments de E.

+o00o A
Donc / x P'(2) Q' (z) e”* dx converge et lim
0 A—+o0 Jg

+oo
rP(2) Q' (z)e " dx = / P (2)Q (z)e "dx (2).
0
Montrons maintenant que Alir}rl (AP'(A)Q(A)e?) =0.

x — x P'(x) Q(x) est un élément de E comme produit de trois éléments de E.

Si z — x P'(z) Q(z) est la fonction nulle de E alors lim (A P'(A) Q(A) e*A) =0!

A——+oo
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Supposons maintenant que x — x P’(x) Q(x) n’est pas la fonction nulle de F.

Soit r le degré de la fonction polynéme z — x P'(z) Q(z) et a, le coefficient de son terme de plus haut degré.
A" A"
/ —A r —A _ = : =) = o 4
(AP(A)Q(A) e ) PR A"e ™ =a, A et ALHEOO (a, eA) 0 par croissance comparée.
Alors AhT (A P'(A)Q(A) e_A) =0 (3).

En faisant tendre A vers +oco dans (1), et en tenant compte de (2) et (3) on obtient :

+o0 Foo
/ T(P)(z)Q(z)e " dx = — / xP(2) Q' (z)e " dw
0 0

+oo
WP.Q) € Ex E, <T(P),Q >= —/ 2 P'(2) Q' (x) e da.
0

“+o0
19. Soit P et Q deux éléments de E. < T(P),Q >= —/ x P(2) Q' (z) e " du.
0

L’intégrale ne change pas si I'on permute P et Q donc < T(P),Q >=<T(Q), P >.

Par symétrie du produit scalaire: < T(P),Q >=< P, T(Q) >.

] V(P,Q) € Ex E, < T(P),Q >=< P, T(Q) >. \

Remarque T est un endomorphisme symétrique de (E, < .,. >), non ?! Mais il est vrai que le programme se limite
aux endomorphismes symétriques d’espaces vectoriels euclidiens...

20. Soit n dans N. Vz € R, T(L,,)(z) =z L!(z) — (x — 1) L}, () = —n L, (x) d’aprés Q13. Donc T(L,) = —n L,,.

(¥ €N, T(L,) = —nL,.|

Remarque  Pour tout n dans N, L, # 0g. Donc pour tout n dans N, —n est une valeur propre de T et L,, est un
vecteur propre associé.

Exercice  Montrer que le spectre de T est {—n, n € N}.

21. Soient i et j deux éléments distincts de [0, N]. < T(L;),L; >=< L;,T(L;) > d’apres Q19.
Donc < —iL;,Lj >=< L;,—j L; >. Alors —i < L;,L; >= —j < L;,L; > et ainsi (j —4) < L;,L; >=0.
Comme j — ¢ n’est pas nul: < L;, L; > est nul.

V(i,j) € [0,N]?, i # j =< Li, Lj >=0.

’ (Lo, L1,...,Lx) est une famille orthogonale de E.

Remarque Ce qui n’est pas un scoop car Ly, L1, ..., Ly sont des vecteurs propres d’un endomorphisme symétrique
associés a des valeurs propres deux a deux distinctes.

22. Soit P un élément de E. P est une fonction polynémiale de R dans R de degré inférieur ou égal & N.

P" (resp. P’) est une fonction polynémiale de R dans R de degré inférieur ou égal & N — 2 (resp. N —1).

Alors ¢ — z P"(x) (resp. © — (z — 1) P'(z)) est une fonction polynémiale de R dans R de degré inférieur ou égal a
N —1 (resp. N).
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Alors les deux fonctions © — x P”(x) et x — (x — 1) P'(x) appartiennent & E. Leur différence également.

Ainsi T(P) appartient a F.

|¥P € Ey, T(P) € Ey. |

23. D’apres Q8, pour tout 4 dans [0, N, L; est une fonction polynomiale de R dans R de degré i.
Donc pour tout ¢ dans [0, N], L; est un élément de Ey.

(Lo, L1,...,Ly) est une famille orthogonale d’éléments non nuls de Ey. C’est donc une famille libre de cardinal
N + 1 de En qui est de dimension N + 1. Alors c’est une base de Ey.

’ (Lo, L1,...,Ly) est une base de Ey.

24. Vi e [0,N], T(L;) = —i L;. Donc

’ la matrice de Ty dans la base (Lo, L1, ..., Ly) est la matrice diagonale Diag(0, —1,—-2,...,—N) de My41(R). ‘
0 0 0
0 -1
Mpgpy,.o0)(T) =1 : -2
0

0 0 —-N
25. Restons poli! Oui Tl est diagonalisable car (Lg, L1, ..., Ly) est une base de Ey constituée de vecteurs propres
de Ty !'!!

’ TN est diagonalisable. ‘

0 est valeur propre de Ty donc T n’est pas injectif et encore moins bijectif !

’ Tn n’est pas bijectif. ‘

Partie IV : Nature d’une série de maximums

1
26. Soit n un élément de N*. g, est dérivable sur [0, +oo[ et Vx € [0, +oc[, g, (z) = - (n "l e 4 an (—e_x)).
n!

Vz € [0, 400, ¢, (x) = %x”’l e " (n—ux).

gn, st continue sur [0, +oo|, Vz €]0,n[, g,,(x) > 0 et Vz €]n,+o0], g, (z) <O0.

Ceci suffit pour dire que g, est strictement croissante sur [0, n] et strictement décroissante sur [n, +ool.
Donc Vz € [0,n], gn(x) < gn(n) et Vo €]n, +0|, gn(n) > g,(z) et ainsi Va € [0, n[Un, +0[, gn(x) < gn(n).

Dans ces conditions, g, admet un maximum sur [0, +oo] atteint en le seul point n.



JF.C. p. 10

n ,—n

n-e

gn admet un maximum M,, sur [0, +oo[ atteint en le seul point n. M, = g,(n) = '
n!

27. Soit n dans N*.

w\»—A

an = pp 1 —Inp, =In(vn+1M,1) — In(v/nM,) =

In au +1 Mn+1 MnJrl .
Jvn o M, M,

M, 1 n+1l po—(n+1) | 1)" —(n+1) 1 |
1 (n+1) r (n+1)" e n+ ) ( ) ~1. Alors:

M, "L, (n+1)! nne-n 0 e  (n+1)!
1 1
1\2 M, 1\2 1\" 1
an:ln<<n+ ) "-H):ln<<n+ ) (n—!— ) e_1>:ln<(n+ > e_1>.
n M, n n n
1 1 1 1 1
anz(n—l—) lnnJr —1:n{<1—|—> ln<1—|—>—].
2 n 2n n n
1+ = 14 tof(=)etm(1+5) = oL L yo( 1) Parproduit:
2’/7, n—>_+oc 2n 3 e n n—>_+oo n 2n2 3n3 n3 ’ Ar procutt :
1+ mf1+2) = Lo L L Lo L]
on) " n) notoon 202  3n3 202 4n3 nd )’
14 1 ! 1+1 1 1 1 Lo 1 1 Yo 1 Al
- n — — — R — — = — . IS :
2n n n notoo 303  4n3 n3 ) n—4oo 12n3 n3 ors
1 1 1 1 1
p=n|(14=)m(1+4=)—=| = ——+4o(=).
“4 nK +2n> n( +n> n] n—+o0 12n2+0(n2>
L (e
n n—+oo 12n2 n2 )’

1
- De plus la série de terme général o2 est convergente et a termes positifs.
n

28. Il résulte de Q27 n o~ —
résulte de Q27 que a e Ton2

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que:

la série de terme général a,, converge.

+oo
29. Posons S = Y ay.
n=1

n—1 n—1 n—1
Vn € 2,400, npy, —Inp = >, (Inppyrr —Inpg) = > ap. Vn € 2,400, Inpiy =lnp + > a.
k=1 k=1 k=1

Alors hrf Inp, =Inpy + S et ainsi la suite (In p, )n>1 est convergente. Notons ¢ sa limite.
n— oo

Par continuité de la fonction exponentielle en ¢, lim e™#» =¢f donc lim p, = €. Ainsi:
n—-—+o0o n—-—+oo

’ la suite (pn)n>1 converge et sa limite est strictement positive. ‘

66 €

30. i =elet d ~ e id M., ~ € AinsiM, ~ —=_—_.
n~1>r4{1 L = et et et = 0 donc p, ~>+ooe Ce qui donne v/n nnﬁﬂx)e insi ey 1

~

14

1
De plus la série de terme général est divergente, car 3 < 1, et a termes positifs.

1
nz

Les régles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que:
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la série de terme général M,, diverge.

11

Partie V : Etude d’extremum local pour une fonction de deux variables réelles

31. Posons Y(z,y) € R%, pi(z,y) =z, po(w,y) =y et ps(x,y) =x+y. F=fop+ fops— fops.
1. p1, p2, p3 sont de classe C? sur R? car ce sont des fonctions polynémes.
2. W(,y) €10, +002, p1 (2, ) €10, +00[, pa(w,y) €]0, +o0] et ps(z,y) €]0, +ocl.
3. f est de classe C? sur |0, +oo].

Alors par composition f op;, fops et fops sont de classe C? sur ]0, +o0[2.

Donc F de classe C? sur |0, +0c0[?> comme combinaison linéaire de trois fonctions de classe C2 sur ]0, +oo[?.

’ F est de classe C? sur 0, +oo[?. ‘

2,M

Soit (2,3) €10, ool L2 (1) = P y) 1 (pr(a,) = 1x /@) = 1)

I(f op2)
or

W(%y) = %(a@,y) Fps(z.y) =1 x [z +y) = f(z+y).

(,9) = P2 (29) I (o) = 0 ¢ ) = 0.

Alors 5 (a,5) = £'(a) + 0 = f'(a +3) = £/2) = (2 +1). De méme 5 (a,3) = 1) ~ 'z + ).

(o) €0, +ools G (0.0) = F10) — o) et 5 () = 6) = o+ ).

Vt €]0, +ool, f(t) = te~ " donc Vt €]0,+o0[, f/(t) =e ' +t(—e t) = (1 —t)e ' Alors:

Y(z,y) €]0, +oo[?, g—i(ac,y) =1l-2)e"—(1—z—y)e * Vet %—j(amy) =(l-ye?V—(1—x—y)e ™"

Remarque  On obtient sans difficulté, pour tout élément (z,y) de |0, +oo[? :

2 2 2 2
S ) = £1(@) = (o ), G o) = )~ ) et o) = 5o (o) = 1+ ),

32. Rappelons que f est de classe C? sur |0, +ool.

Vt €]0, +ool, f(t) = te !, Vt €]0, 400, f'(t) = (1 —t) e et Vt €]0, +oo, f(t) = —e '+ (1 —t) (—e ) = (t —2) e

t

f! est continue sur [2, 400 et f” est strictement positive sur |2, 4+o00[. Cela suffit pour dire que f’ est continue et

strictement croissante sur [2, +oo].

Comme f/(2) = —e 2 et lim f/(t) =0 (par croissance comparée), f’ définit une bijection de [2, +o0[ sur [—e=2,0].

t——+o0

/! est continue sur ]0,2[ et f” est strictement négative sur ]0,2[. f’ est continue et strictement décroissante sur |0, 2[.

Comme lim f/(t) = —e 2 et lim f'(t) =1, f" définit une bijection de ]0,2[ sur | —e=2,1[.

t—2—
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Alors si A est un réel, 'équation f’(¢) = A admet au plus une solution dans |0, 2[ et au plus une solution dans [2, +o0]
donc au plus deux solutions dans ]0, +oo].

Soit a dans ]0, +oo[. L’équation = €]0,+o0[ et f(z) = f(a) admet a comme solution et admet au plus deux solutions.

Elle admet donc au plus une solution distincte de a.

Pour tout élément a de ]0, +oo], 'équation z €]0, +oo] et f'(z) = f/(a) admet au plus une solution distincte de a. ‘

Exercice A est un réel. Trouver le nombre de solutions de I’équation x €]0,+oo| et f'(z) = .

En déduire, pour tout élément a de ]0,+o0c[, le nombre de solutions de I'équation x €]0, +oo| et f'(x) = f'(a).

33. Soit (x,y) un élément de 0, +oo|>.

F F
e Supposons que (z,y) est un point critique de F. Alors g—(m,y) = é;—(:L',y) =0.
€z Y

Donc f'(x) — f'(z +y) = f'(y) — f'(x+y) =0. f(x+y) = f(z)et f'(y) = f(z+y) = f(x)

Donc y et 24y sont deux solutions distinctes de I’équation ¢ €]0, +oo[ et f/(t) = f'(x). Alors d’apes Q32 'une d’entre
elle est x.

Ainsi £ +y = x ou = y. Notons que x + y = x donne y = 0 ce qui n’est pas donc = = y.
Alors f'(2z) = f'(x +y) = f'(x). Finalement y = z et f'(2z) = f'(z).

Réciproquement supposons que y = x et f'(2z) = f'(x).

S o) = ') = o) = @) = £'20) =0 et S (9) = o) = £ e+ 9) = £10) — £(22) 0.
oF oF

8—(m,y) = a—(x, y) = 0. Ainsi (z,y) est un point critique de F'.
x y

’ Pour tout élément (z,y) de |0, +0o[?, (z,y) est un point critique de F si et seulement si z = y et f'(z) = f/(2z). ‘

34. Soit x un réel strictement positif.

flle)y=f2r) = e (l-z)=e2(1-22) = c"(1-2)=1-20+=¢€*(1—2)—1+22=0.
Posons Vz €]0,+00[, £(x) = e*(1 —z) — 1+ 2z. Yz €]0,400[, f'(z) = f'(2z) < {(z) = 0.

Montrons alors que ¢ s’annule une fois et une seule sur ]0, +o0].

¢ est dérivable sur ]0, +o00[ et V €]0,400[, /() =e* (1 —xz) +e*(=1)+2 =2 — ze®.

¢ est dérivable sur |0, +o00[ et Vz €]0, 400, £(z) = —e®* —ze* = —(z + 1) e*. Vz €]0, 400, £"(z) < 0.
Alors ¢ est continue et strictement décroissante sur |0, +o00].

De plus ;il%ﬂ(x) = lim (2—ze®) =2et wEToo V(z) = zgrfoo (2—ze€") = —o0.

Alors ¢/ définit une bijection de |0, +o00[ sur | — oo, 2[. 0 appartient & | — 0o, 2[ donc il existe un unique élément 5 dans
10, +o0[ tel que ¢/ (3) = 0.

La stricte décroissance de ¢ sur |0, +oo[ permet de dire que Vx €]0, 5[, ¢'(z) > 0 et Vx €], +oo|, £'(x) < 0.
(1) =2—edonc (1) < 0. Alors 1 €]3, +o0[ et ainsi 8 < 1.

e ( est strictement croissante sur |0, 3] et strictement décroissante sur [, +o00[.
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e ( est continue sur |0, 5[ et sur [3, +o0l.

o lim ¢(x) =0, lim {(z)=4(F) et lim {(x)= —o0.

z—0 z—[3— x—+00

Alors ¢ définit une bijection de ]0, G sur ]0,4(3)[ et de [B, +o0[ sur | — 00, £(5)]. Notons que I(8) > 0. Alors:
1. Vz €]0, 8], ¢(x) > 0. L’équation = €]0, 5] et £(xz) = 0 n’a pas de solution.
2. 0 €] — 00, 4(B)] donc L’équation z € [3,+oo] et £(x) = 0 a une solution et une seule que nous noterons a.
Finalement I’équation = €]0, +o00[ et ¢(x) = 0 admet une solution et une seule a.
Donc I’équation = €]0,+o00[ et f'(z) = f'(2z) admet une solution et une seule a.
Ainsi, d’apres Q23 F admet un point critique et un seul («, ).
£ est strictement décroissante sur [3, +oo[. Rappelons aussi que 8 < 1.

Alors comme £(1) =1, £(a) =0et £(2) =3 -2 <0:1<a <2,

’ F admet un point critique et un seul que nous noterons («, «). De plus 1 < o < 2.

35. Vz €]0,+oo|, f(z) = (x —2)e ".

ffla)=(a—2)e®*<0cara<2et f'(2a) = 2a—2)e2*=2(a—1)e 2% >0 car a > 1.

’f”(a) <0et f"(2a) >0,‘

36. e F est de classe C! sur ’'ouvert ]0,+oo[?. Ainsi si F' admet un extremum local en un point de ]0, +oo[?, ce
point est un point critique de F.

Or (o, ) est 'unique point critique de F sur ]0, +0o[?, donc F admet au plus un extremum local sur ]0, +oco[? et si F
admet un extremum local sur ]0, +oo[? il est atteint en (o, ).

e Regardons alors si F' admet un extremum local en («, @)

Nous avons déja dit que F est de classe C? sur |0, +00[? et que pour tout élément (z,y) de ]0, +oo[? :

O*F vy " O*F e " O*F o "

ez @y = @) = e +y), Foa@y) = 1) = ety) ot 55 (zy) = =@ +y).
O’F O*F O*F

Posons r = W(a,a), s = m(a,a) et t = a—yz(a,a).

r=f"a)=f"2a), s =-f"(2a), t = f"(e) = f"(20).

st = (1) - 2a) - (- o) = (F@) 2010 rea) + (ea) - (Few)
rt— s = f'(0) (£'(a) = 2 f"(20)).

Rappelons que f”(a) <0 et f”(2a) > 0. Alors f”(a) <0 et f’(a) —2 f"(2a) < 0 donc 7t — s% > 0.
Ainsi, d’apres le cours, F' admet en (o, a) un extremum local (strict).

r = f"(a) < 0 donc il s’agit d’un maximum local.

Alors les deux points précédents permettent de dire que:

’ F admet un extremum local et un seul. Cet extremum local est un maximum.




