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EXERCICE 1
X est une variable aléatoire 4 valeurs dans N d’espérance finie

Q1. Soit ke N*.
e Ona[X>k—-1]=[X>klU[X=klet[X>kN[X =k]=0, donc

PX>k—1)=PX>k)+P(X=k)

parsuite‘ﬂj’(X:k):[P’(X>k—1)—ﬂ3’(X>k:) ‘

e SoitneNona

f:knm(x - k):f:k(um(X>k—1)—um(X>k))
k=1 k=1

= ikP(X>k—1)—ikP(X > k)
k=1 k=1

= nZ(k;+ DP(X > k) — Zn:kP(X > k)
k=0 k=1

dans la premiere somme on change k£ en £ — 1 et dans la deuxiéme on rajoute le terme k = 0 , on obtient

n n—1 n
STEP(X = k)= (k+1)P(X >k) =Y kP(X >k)
k=1 k=0 k=0
n—1
= Z[FD(X>]€)7TL[FD(X>TL)
k=0
e Montrons que nP(X >n) — 0.
n——+00
+o0o
OnaP(X >n)= > P(X =k) donc
k=n-+1
+o0 +o0
0<nP(X>n)=n Y PX=k< > kPX=k)
k=n+1 k=n+1
+o00
X admet une espérance donc la série Z nP(X = n) converge par suite le reste Z EP(X = k) tend vers
k=n+1

0 en +o0.

Par comparaison on a nP(X >n) — 0.
n—r+00

Ainsi la série Z P(X > n) converge et par passage a la limite on a
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—+00

= JiokP(X =k)=> P(X >k).
k=0

k=0

Q2. Soitn eNetpe N
e Posons pour i € [1,p], Y; la variable aléatoire qui donne le résultat du ¢ eme tirage .

On a alors pour tout k € [1,n]
P

(X <k =([Vi<H
i=1
le tirage est avec remise donc les Y; sont mutuellement indépendantes , ce qui donne

ngmzﬁpmgm

k
k
les Y; suivent la loi uniforme U ([1,n]) donc P (Y; < k) = Z P(Y;,=j) = o d’ou

j=1
E\P
P(X<k)=|-
x<n=(5)
e Pourtout k€ [l,nJonaP (X =k)=P(X <k)—P(X <k-—1) donc
P _ (}— 1)
P(X=k)= k= (k= 1)
npP
Q3.
1 n—1 P
e Remarquons que — Z () est la somme de Riemann d’ordre n de la fonction x — 2P sur 'intervalle
k=0
[0, 1] donc
1% (kNP [t 1
lim — Z <> :/ 2Pde = —— (1)
n—teon AN 0 p+1
e La question Q1 donne E(X Z (X>k)etonaP(X >k)=1-P(X<k)=1- () , donc
n
k=1
n k P
E = — =
0 = Y- ()
k=1
n k P
0
k=1 \"
de la relation (1) on a Z ( ) oo I% ,d’ou | E(X) et I% .

EXERCICE 11

On consideére, sur I = ]0,4o00[, les équations différentielles:

(B): 2%y +day +(2-a*)y=1
(H) : 2% +4oy' + (2 - 2%)y=0



Q4. Sur I 'équation (H) s’écrit : ¢’ = _743/ + 2;—§2y , ¢’est une équation homogene linéaire d’ordre 2 &

coefficients définis et continus sur I , donc S;(H) est R espace vectoriel de dimension 2.

+oo
Q5.  Soit f une solution de (E) développable en série entiere , écrivons f(z) = Z anz™ de rayon de
n=0
convergence R > 0, donc on a pour x € |—R, R[
o0 o0
f(z) = Z annz" ! et f(z) = Z ann(n — 1)z" 2
n=0 n=0
par suite
o0 [e.e]
22 f"(x) = Z apn(n —1)a" | dxf'(z) = Z dapnx”
n=2 n=1
et
+oo +o00
(2 —2)f(x) =2 Z anz’ — Z ana" 2
n=0 n=0
dans la deuxieme somme on change n + 2 en n , ce qui donne
+oo +o00
(2—2%)f(z) = 2 Z anz" — Z ap—ox"
n=0 n=2
+oo
= 2a9 + 2017 + Z (2ay, — ap—2) z"
n=2
ainsi
o
22 f"(x) +daf'(x) + (2 — 2®)f(z) = 2ap+ 6arz + Z [an (n(n — 1) +4n + 2) — ap—o] 2"
n=2

= 2ag + 6a1z + Z lan (n4+1)(n +2) — ap—o] 2"

n=2
f une solution de (E) , donc
o0
Ve € |-R,R[ , 2ap — 1+ 6a;x + Z [an (n+1)(n+2) —ap_2]z" =0
n=2
par suite
200 —1 =0
a1 =0
an(n+1)(n+2)—ap2=0 , Yn>2

ce qui donne

ag = %
a1 =0
apn—2
ap="—""""—""— ,Yn>2
" (n+1)(n+2) -
e Sin =2p-+1 alors ag+1 = o +a22)p(721p +2) comme a1 = 0 alors ag,4+1 = 0 pour tout p > 1.
. a2(p—1) .
e Sin =2p alors ag, = our tout p > 1, ce qui donne

B 1 1 1

1 1
P op )2 )2 (2143 2 (2pr2)
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+oo 1

Ainsi | f(x) = pz::() Wx% . Ce qui donne R = +o0 par suite f est solution de (E) sue I .
1 +o00 1 2pi2 1 +oo 1 ) +o0 )
P t t I = — —  xP = — P h — P
our tout * € I on a f(x) " Z% o 2)!;1: 2 2 (2p)!x , or ch(x) ;) (2p>!x donc
p= p= p=
_ch(z) -1
f(:l?) - xQ .
-1 sh (z)
Q6. On note pour x € I, g(z) = e et h(z) = = .On admet que g € S;(F) et h € S;(H).
Une solution de (F) est la somme d’une solution particuliere de (E) et d’une solution de (H).
ch (z)

Une autre solution de (H) est donnée par ¢ = f — g , donc g(z) = —
T

Le Wronskien de la famille (¢, h) est donné par

q(z) h(z)
q(z) h(x)

_ cosh(z) (_2Sinh (x) n cosh2(x)> B sinhQ(ac) <_2(zosh (z) N sinhz(x)>

W(x) =

3 T T x3 T

W (z) # 0 pour tout x € I ce qui assure que (g, h) est un systéme fondamental de solutions de (H) donc
S1(H) = vect(q, h) .

Ainsi |S/(E) ={y=g+aq+Bh, (a,8) € R?}|.
Q7. Soity € Sr(H) .

e La restriction y; ,de y sur I , est une solution de (H) sur I , donc il existe (a, ) € R? tel que
Y1 = aq + Bh , ainsi pour tout z € I (= ]0, +00l)

() = (@) = 0B 4 gD ()

y est dans Sg(H) donc elle est de classe C? sur R en particulier en 0 , au voisinage de 0 on a

ch(z) sh(x) a(l+ 12% + o(z?)) + Bz + ;23 + o(z?))
a—sth—3" = 2
T T T
_a+fr+ %2+ 22 +o(a®)
— -

qui n’admet de limite en 0 quesia =g =0douy =0 .

e La restriction y)_p) ,de y sur |—o00,0[ donne une solution z de (H) I par 2(z) = y—pn(—x) =
y(—x) ,pour tout z € ]0, +oo[ . Donc y|(_) admet une expression de la forme (*) , par le méme raisonnementon
trouve y;_y) =0 . Donc y = 0 sur R par suite Sg(H) = {0} .

La dimension de Sg(H) est zéro et pas 2 car on ne peut pas écrire ’équation (H) sous la forme y" =

a(x)y' + b(z)y avec a et b des fonctions définies et continues sur R.



PROBLEME

Q8. On écrit

YLy Loy
I +
2 2 2
n=1" k=0 (2k +1) k=1 (2K)
donc
3ix% 1 i" 1 72
— 72: 72:—
4 —n P (2k +1) 8
+o0 2
. 1 T
alnsi ZE—G
n=1

Partie I

Q9. Ona ((sin(z))"*!) = (n + 1) cos(z) (sin(z))" , par une intégration par parties on trouve

us

= [— cos(z) (sin(a:))"Jrl}Og +(n+1) /02 cos®(x) (sin(x))" dx

™

— (1) /05(1 — sin®(2)) (sin(x))" da
= (n + 1)(Wn - Wn+2)

On a donc ‘ (n+2)Wypio = (n+ W, ‘ .

Par suite (2n + 1)Way, 41 = (2n)Wa,—1 ce qui donne

2n 2n—2 2
m+12n—1"3 "

Wont1 =

Wy = / (sin(z))" ™ dz = 1 donc
0

(2x4x..x2n)?2 2¥(p!)?
Won41= =
(2n+1)! (2n+1)!

Q10.
e Soit z € |-1,1[,on a

— = (1-— x2)_% donc
-z

1 = _% 2\n
S e




avec

() - ((8) (31 (5 -n 1)

nlx3x..(2n—1)
n!
(2n)!
(2x4x..x2n)n!
2n)!
(= )n22(n(n)!)2

ainsiona| —— =Y —
V1 — 22 nZ::() 22n(n!)?
+
e Par intégration entre 0 et 2 on obtient | Arcsin () = ZOO 5T ('22)‘ ¥ e e |1, 1]
= 220~ (nl)2(2n + 1)

Q11. Soit x € {O, g [, on a sin(x) € [0, 1] la question précédente donne

= Arcsin (sin(z)) = > )
x = Ar (sin(z)) = nZ:O 92n (n!)2 (2n+1)

(sin(z))?"+L.

Q12. Utilisons le théoréme d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle quelconque qui permet
'interversions des symboles Y et [ .

Posons pour tout x € [ { fnlx) = %(Sin('@))QnJﬂ )

7r
e Pour tout n € N, f,, est continue intégrable et positive sur {O, 2{ .
T
e Le série ) f, converge simplement sur |0, 5 vers une fonction continue.

(2n)! _ 22(p) / —
92n (n')g (2n + 1) ,OT W2n+1 — @n+1)! donc [07 %[ |fn($)| dx = (2n + 1)2

par suite la série Z / | frn(x)| dz converge .

Ainsi par le théoréme d 1ntegrat10n des séries de fonctions on a

22n n! 2

o [, a@ldr = Wan
o5

—+00

/ <Zf" )dx'zz</[07g[fn(x)dx.>

n=0

jus

o 1 kS (2n)! n : n
doulona/0 L;)?"( > 1)( n(z) 2+11 dgj—Z/ 22 (n (sin(z))>" ' dx.

n!)* (2n + 2n +1)
Q13. Les questions Q11.et Q12.donnent

z 400
2 (2n)!
zdr = Wapi1.
/0 ng() 22n (n|)2 (2n + 1) 2n+1
2 400 2
1
doncz 2n+1 f%etd’aprésQS. on a ngan—?;
Partie 11



Q14.

400
e Pourtout z € |-1,1[ona —— = > —z*".
-1 n=0
1
e Soit f:xz— S(x)l pour tout x € ]0,1[ .
x p—
“+o0o
La relation précédente donne pour tout = € ]0,1] f(x) = > —In(x)z?" . Posons f,(z) = —In(z)z*" .

n=0

e Pour tout n € N, f,, est continue et positive sur ]0,1] . On a /= f,(z) jr 0 , par la regle de
n o
Riemann f, est intégrable sur ]0,1] et sur 0, 1].

e Soit z €]0,1] , on a

1 ) p2n+1 ]t 1 42n 20+ 1 p2n+l
"dt = |In(t — dt =—1 -
/z Int)r™d [n()2n+1L . 2n+1 M) T T @y T @1
par suite
1 1
(¢ dt:/ (¢ dt:hm/—lnttzndtzi
/m|f e = [ 1a@ldr= m [ ingo) T

Donc la série Z / | frn(t)] dt converge .
10,1]

Le théoreme d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle quelconque donne

1 +o00
/0 Fla)de = nz:% /M Fult)dt

| (1 In(z) = 1
dOU/0x21dCC—ZM.

n=0
20 Arct t
Q15. On pose pour z € [0, 400, f(x)= / r(lzj_ntgm) dt .
0
Arct t
Soit pour (z,t) € ([0, +00])?, g(z,t) = W
Arct t 1
e Pour tout (z,t) € ([0,400[)® on a riint(f)‘ < gm , la fonction ¢ : ¢t — gm est intégrable
Arctan(xt)

sur [0, +o00[ donc la fonction ¢ — est intégrable sur [0, +o0o[ pour tout x € [0, +o0].

1+12
Donc f est bien définie sur [0, +o0] .
e Ona g est continue sur ([0, +0c[)? et |g(z, t)| < @(t) pout tout (x,t) € ([0, 400[)?, avec ¢ intégrable

sur [0, 4o00[ . Donc f est continue sur [0, +ool.

0 t
16. 1 1 et — = :
Q16. On a g est de classe C' sur ([0, +o0[)” et axg(:l:,t) 11011 20
t

;xg(x,t)‘ < (

Soit [a,b] C ]0,1].5i (z,t) € [a,b] %[0, +o0] alors

T3 (15 a2t = %gp(t) , qui est intégrable

sur [0, +00] .

+o0 t
Ce qui t de cl ct 0,1] et | f'(x) = / dt| .
e qui prouve que f est de classe C* sur |0, 1] et | f/(z) . (501120

- . t x’t (1—2%)t
Q17. On vérifie facilement que 2 1502 PR i) (1)

De la question précédente on a pour tout = € ]0, 1]

oy 1 /+<>o t ot
f(x)_u—x?) 0 e 1)




Les deux fonctions sous le signe intégral ne sont pas intégrables sur [0, +oo[ , prenons un A > 0 alors

A t 22t 1 1+ A2
/ — dt=—-In| ———
o \141t2 14222 2 1+ A222

ce qui donne par passage a la limite

+o0 t x2t
- dt = —1
/0 <1+t2 1+t2:c2) n (z)

On en déduit que pour tout = € 10,1 , f'(z) =
Q18.

e Ona

f(1) = /OJFOO Wdt = [1Arctan2(t)

1 * In(t
e La fonction f est de classe C! sur]0, 1] et pour tout x € ]0,1[ , f/(x) = n(z) donc f(x) = / n(t) dt
0

2 -1

Ln(t
, la continuité en 1 donne f(1) = / t2n( )1 dt .
0 12—
e La question Q14. donne f(1) = —— = — , d’apres la question Q14. on a — =
= (2n+ 1) 8 = n?

t2—1

7'('2

5



