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Début de l'épreuve.

Notations et conventions :

Soit A lln anneau comrnutatif dont on note 1 l'élérnent unité. Par conven-

tion. on pose r0 : 1 portr tortt :r de A. On rappclle qtre A est dit intègre s'il

rr'est pas réduit à {0} et si l'égalitê ry: 0 avcc r,,u € A inrplique :r : 0

01 ! : 0. Torrt alrneau intègre est un solls-anneau de son ctorps des fractions

Frac A.

On rrotc ZlXr,..., X,.] l'arrneau (clont on supposera corllttl qu'il est intègre)

cles polynônrcs en n indéterminées à coefficients entiers. Un tel poiyrrôrne

s'écrit par définition de manière unique cornlne une sorrtme finic de rnonômcs

cle lir forrne aXi'X)'...X;'avec o € Z (où les multi-indices (2,1 ,i'2,...,r,") e N"
sont deux à deux distincts) ce qui perrnet pour tout anneatl comrnutatif

,4 et torrt élérncnt F e ZlX1,...,X,f de défirrir une fonction (41 ,"',a,) è
F(ot,...,a,) de A' dans ,4.

Si ,4 est 1n anneau comrnutatif et r, s des entiers strictement positifs, clrl

lote À,1,"(A) Ic gloupe additif des matrices à coefficients dans,4 possédant

1 lignes et s cololnes ct pour tout entier n ) 0, on note I't"(A) : L[n,,(A)

I'anneau des matrices carrées de taille n à coefficients dans A. On note /r, la

rrratrice identité cle,4.1,(A). Soit ,4{ € M"(A), on note,41 la transposée de la

cornatrice de ,['f. On rappelle que si A est url corps) on a :

LIli : îi M : (det.41)1,,,

et égalelnertt clarts ce cas clet(Ml/) : det '4'1' det 'Ày' portr toutcs rtratrices

rl,f, 1v- cle ,4d,(A). Si E est un cspacc vectoriel sur url corps cornrntttatif K. on

note Ev le duai cle E: pour tout sous-espace vectoriel F de Ev. on note Fl
lc sous-esp:rce clc E constitué des vecteurs / tels que z(r) : 0 pottr tout tt
cle F.

Soit (,1,1, -|) un groupe abélicn. on dit que lll ala Ttropr"iété (F)s',il existe

une p:rrtie finie ^9 cle A telle cluc ,9 engendrc le groupe ,t'1. Si ,4 est trn anncau,

on clit qu'il a ia propriétô (F) si son groupe additif (A, +) a, cette propriété.

Soielt A u1 anncau corrlrnlltatif et ,S ttne partie cle A. On note "4(S) I'en-

sernble cles élérnerrts r: dc A <yri s'écrivent t'on)nle rttt polynôtne à coefficicnts

entic.rs e1 des élérncnts cle S, c'est-à-dire des :r e A tcls qu'il existe utt entier

r' > I, <lcs élérnertts s1, ..., s" de ,S, et 1n polynôr1e F e ZlXl'..., X"] tels clttc

t : F(,sr....,s"). L'enserrrble.4(S) est un solls-anncau dc'A (on ne clcmarrcle



pils de le vérifier). On dit qu'un anneau commutatif A a h proqtriété (fF)
s'il existe une partie finie S de A telle que,4: A(S).

Le but général du problème est d'étudier dcs propriétés de finitude clans
les grottpes abéliens et lcs anlleaux cornrnutatifs qui étenclent la notion d'es-
par:c vcctoriei cle climensiotr firrie (partics I et iI), puis d'en décluire clcs appli-
cations aux m.atrices à coefficients dans un anneau commutatif cluelconquc
(parties III et IV). La partie V (indépendantc des autres) détcrmirre la di-
rnension maxirn:rlc de sous-espaces de matriccs dont tous lcs éléments sont
de rrpctit" rang.

Les dir,'crses parties du problèrne sont très largement indéperrdantes les
ttrtes des autrcs; il est autorisé d'adrnettre Ic résultat d'unc question pour
résoudre une cluestion ultérierre.

Partie I : Exemples et contre-exemples pour les pro-
priétés (F) et (TF)

1. Soit,4 un a,nneau commutatif. \.,{ontrer qlre si,4 a la propriété (F),
alors il a la propriôté (TF).

2. Soit ,4 un anrreau commutatif. Soient 51 et 52 deux parties de A telles
qrre ,S1 C A(52). \,,{ontrer que y'(^91) C A(52)

3. \,fontrer que tout groupe abéiien fini et le grotrpe additif Z' pottr
r € N* ont la propriété (F).

4. Nlontrer clue si n cst un entier stricternent positif, I'arrneau ZlXr,.... X")
a Ia propriété (TF ). mais pas la propriété (F).

5. N'[ontrcr que l'anrreau Q des nornbres rationrrels n'a, pas Ia propriété
(TF')

Partie II : Comportement des propriétés (F) et (TF)
vis à vis des morphismes

1. Soit J : A -+ B un rnorphisme d'anneaux conrrnutatifs. Soit F urr élé-
ntent de ZlXt,...,X,). N{otrtrer qu'on a f (F(ay..., û,,,)) : Fff(o,t),.. , /(o"))
pour tous ar; ...;ar, € A.

2. Soit B un anncall cornrnutatif. Soient n un entier stricternent positif
ct b1, ..., ô,-, des élérncnts de B.

a) N,Iontrcr qu'il existe un unique morphisme d'anneaux J d,e ZlX1, ..., X"]
d:rns B tel que f (X ): bi pour tout i e {1,..., zr}.

b) En clôcluire que B a la, propriété (TF) si et seulcrnent s'il existe un
errtier n ) 7 ct un nrorphisme surjectif d'annca,ux ZlXr,..., X,.] -+ B.

c) \,Iontrer qu'tttt gror-lpc abélien X,[ ala propriété (F) si et seulcrnent s'il
existe un entier r' ) 1 et un rnorphisrne surjectif cle groupes Z' -+ XL



d) Soient A et B des annearx comrrrutatifs tels qu'il existe un morphisme

sur.jer:tif d'anneaux de A vers B. N'Iontrel que si A a la propriété (TF), alors

il en va dc mêmc de B. Érroncer et démontrcr url étroncé analogue pottr la
prolrriété (F)

3. Soit M un solrs-groupe aclditif de Z avec n € N (on convient que Zo

est le groupe trivial). On se propose de démontrer par récurrence strr n le
résultat suivarrt :

(*) Il existe r € N tel que le groupe abélien.4,1 soit isomorphe à Z,.

a) Vérifier les cas n:0 et n:1. On suppose rnaintenant le résultat vrai

porlî ?z- 1. Soit 7t'. Z -+ Zla proiection sur la prernière coorclonrrée, on note

lf lc noyau de p et ly'1 : M À,4y', pttis orl pose p(M) : rtZ avec û e Z. On

clroisit t\ € XI tel que p(et) : n. \,'lontrer qrte si a + 0, alors I'application

Ny x Z --+ A,I, (r,rn) t+ ï + lner

est un isonrorphistne de groupes.

b) trn déduirc (*).

c) Nlontrer quc I'enticr r tel que M soit isomorpire à z' est uniclue (on

porrrra consiclérer le rang d'trne farnille de vecteurs de Z' dans le Q-espace
vcctoriel Q'' ).

4. N{ontrer que si un groupe abélien LI a ]a propriété (F), alors tout
sorls-groupe de ,4.1 I'a égalernent.

5. Orr considèrc l'arrncau A: ZIX,Y]. Soit LI l'ensemble des élémerrts dc

,4 de la forrrre XYÀ avec k e N, on pose B : A(U). Soit S une partie lirrie
dc B.

b) N'tontrer qu'il existe un entier l/ > 0 tel que tortt élénrent de "4(S) soit

sorrnrle (le tlloll()lltcs rle lir fortttc oXiYi A\-e('o €Z el J < i l/.
c) En clécluire qtre I'anneau B n'a pas Ia propriété (TF)

Partie III : Déterminants sur un anneau commutatif
Darrs toute cette partie, on clésigne par A un anrieau corlmlltatif. On note

A* le groupe rnultiplicatif cles éléments inversibles de ,4.

1. Soit.E un sous-cnsemble firri cle fut,,(A). Montrer qu'il cxiste lln sous-

arrneau B dr: A telque : B alapropriété (Ttr) et pourtoutenratrice M e E,

tous les coerflicients de Ilt appartienrlent à B.

2. Soit ,\1 une matrice da M,,(A). Le but de cette question est de généra-

liser :i I'arrneau cornmutatif quelc;onqrte A les deux forrnttles rappclées dans

I'introduction cluand ,4 est un corps.



b) On nc supposc plus ,4 intègre. \.{ontrer qtre le résultat de a) est en('ore

vrai s'il cxiste un morphisme surjcctif d'atrneaux B -+ A avec B intègre.

c) Err cléduire quc le résultat de a) vaut encorc pour tout ànncau colnmlt-

tatif ,4.

d) Dérnontrer que si,4,1 ct ly' sont clans 11"(,4), alors orr a

det(Àf,n/) : det ,41 x det,A/.

3. Soient r et s des entiers strictement positifs. Soit M e ,4'1"."(A). On

considère I'applicatiottu": A' -+ A'définie par u(X) : XIX, où on identifie
les éléments dc A' et ,4" à des l'ecteurs-colorute. On srtppose que z est sur-
jective ct que l'anneau,4 n'est pas récluit à {0}. Le but de cette question est

cle dénrontter qu'ott a alors r ) s. Pour cela, on raisonne par l'absurcle en

supposant r'< s.

a) N{ontrer qu'ii existe une matrice l/ e M,,"(A) telle que LIN: Ir.

b) On cléfinit cles rnatrices dc À'1"(,4) par blocs :

^/r 
: (^1 0)

-U,: /t\\. u,/

Autrement dit. À11 est la matrice obtenue en ajoutant s - r' colonnes

nulles à ,l\,'/ et ly'1 est la matrice obtetrue en ajoutatrt s - r' lignes nulles à À.
C:rlculer -À1rl/r.

c) Aboutir à une contradiction et conclure.

d) On supposc que r : s. Montrer l'équivalence des propriétés suivantcs :

i) L'application t^l est surjectivc:
ii) Lc déternrinant dct Àf appartient à A* ;

iii) Il existe l/ e I'1,(A) telle que Ml{: NA,[:1,.
iv) L'application u est bijective.

Partie IV : Équivalence de matrices de M"(Z) et M,,(C)
Dans toute cettc partie, on désigne par r et s des entiers stricterttent

positifs. Soit A un anneau comrnutatif non réduit à {0}. On note GL,.(A)
]'ensemble cles matrices de L,I,-(A) qui vérifient les propriétés équivalentes de

la qucstion II.3.d).

1. a) N,Iontrcr que la multiplication des matrices induit une stmcturc de

gr()lll)c srrr Clr(,4).



b) On définit une relation sur IVI",,(A) par A,[ - ly' si et seulenrent s'il
existc LI e GL"(A) et iz €GL,(A) telles qrte l{:LIX[V. Nlontrel que c'est

une relation d'éqr:ivalencc.

On tlit que cletrx nratrices LI et -l/ cle M",,(A) sont A-éqttiuulerttt's si

,41 - l/. Si r\1 € A'[",(Z) et k est un cntier au plus égal à rnin(r.s). ort rrote

nte(X'I) le pgccl des rnitreurs de taille k de ,11.

2. Soient ,4,1 et ,n/ cleux rnatrices Z-équivalentes cle I'1",(Z). \"Iorrtrel que

pour totrt À' { rnin(r, s), on a rnp(L'I): m*(l/) (on pourra cron}Irtencer par
rnontrer c{ue rrra(À1) divise rne(À )).

3. On conciclère deux matrices de A,I2Q) qui sont C-ôquivalentes. Sorrt-

clles toujours Z-éqrtivalcntes ?

Partie V : Sous-espaces de M,,(C) constitués de ma-
trices de petit rang

Scrient r et m, dcs entiers strictement positifs avcc r ( nz. On considère

lrn sous-espace l/ du C-espace vectoriel XI-(C) Dans toute la suite, orr fait
I'hypothèse suivante : tottt élément de V cst une matric:e de rang au plus r.

Le but de cctte partie cst de dérrtontrer c1u'on a alors l'inég:rlité :

dinr I/ I rnr'.

1. N'Iontrcr qu'otr pcut supposer qllc

D:rns toute la suite. on fcra cette hypothèse.

2. a) Soit B un élémcnt de l/. qu'on écrit sous la forme cl'trne matrice-
bloc :

respectivernent dans XIr(C),
qtte 822 : 0 et B21Bp - 0

1 cle la rnatrice /,4 * B porrr
f€c).

b) Soient B et, C deux rnatrices de l/, qu'on écrit sotts forme c1e rnatrices-

bloc cornme ci-clessus :

": (?;

^: 
(';

l/ contierrt la rnatricc-bloc :

0\
ItJ)

B : (?,' 8,,\t) - \B'' s")
or'r les clrratrc matrices Btt,Bn,B2y.B22 sttnt'

I,1,,,, ,(C), t[^ ","(C) 
et A,[,, "(C). N,{ontrer

(orr pourra consiclércr les rrtineurs dc taille r *

?')u: (E:" 
ud,) 

;



l\'Iorrtrer quc B21C1z I CnBn:0.
3. On ncite I4l l'intersection de I/ avec lc sous-espar:c de I,[,,-(C) corrstittté

des rn:ltrices-bloc cle la forme

On délinit une application linéaire p de Il[",(C) dans ,4.f",,,(C) par

(avcc les rrota.tions de V.2 a)).

a) On écrit toute ntatrice C de M,,,,(C) sous forme d'une matrice bloc

C : (Ctt Ctr) avec C11 € M,(C) et Cn € M,.^-,(C). Soit d; I'applicatiorr

linéaire clc I4r clans M".,,,(C)v qui envoie U : ( ! :]) ,", la forme lirréairc
\6zt 0/

C -+ Tr (BrrCtz'). Soit s : dirn ldl. En utilisant I'application qr, montrer qlre

dirn(p(V)) 1mr - s.

b) En déduire que dimV 1mr.
4. a) Soient, r,m.n des entiers strictement positifs tels quc r' I n { m.

\{r;ntrer que si .E est un sous-espace de M,.,,,(C) tel que tout élément de E
scrit rrne rnatrice de rang au plus r, alors dimE lnt'r.

b) Donner un cxemple dc sous-espacc E de M^.,(C) vérifiant dim E : nt'r

et tcl que tout élérnent de -tr soit une matrice de rang au plus r.

Fin du sujet.
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