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L'usagede calculatricesélectoniquesde pochea alimentationautonomenonimprimantest sansdocument
d’accompagnemengstautorisépour toutesles épreuved’admissibilité, saufpour les épreuvesde frangaiset de
langues Cependantineseulecalculatricea la fois estadmisesurla tableou le postedetravail, etaucunéchange
n'estautoriséentre lescandidats.

Onrencontredansla naturedesstructuregpropagatiesqui ne subissenpasde déformationlors de leur mou-
vement.

C’estle casnotammentle la GrandeTacheRougede Jupiterdontla stabilité estétonnantginchangéealepuis
lesobservationsle Galiléeil y aplusde300ans).

L'objet de ce problemeest de proposerune explicationde cette structurepar une modélisationen termes
d’ondes.Pourcefaire, nousallonsmontrerquedeséquationsomportansimultanémentiestermesnon-linéaires
et destermesfortementdispersifsprésententiessolutionsparticulieresappeléesolitonsqui satisfonta detelles
criteresde propagatiorsansdéformation.

Dansla premiérepartiedu probléme un établitles équationsie basede la dynamiquedesatmosphéreplané-
taires.

On étudieensuitedansla deuxiemepartie le réle de la rotation planétairedansla formation de tourbillons
stationnaires grandeéchelle(cycloneset anticycloneskt celui de la forme sphériquedesplanétesiansles phé-
nomenesle dériveassociésDansunetroisiemepartie,on metenévidencda solutionsolitairedanse cadred’une
étudesimplifiée.On confrontealorsles résultatsde ce modéleaux différentstourbillonsobservés la surfacede
Jupiter

Lesrésultatantermédiairesionnésdansl’énoncépeuventétre utilisésmémes'ils n'ont pasétéétablisparle
candidatce qui rendlesdifférentespartiesrelativemenindépendantes.

Il estdemandéau candidat de rappeler sur sacopie,le numéro de la question avant de développersa
réponse.

Tournezla pageS.V.P.



Ons'intéressdci a desécoulementsupposégparfaitsd’un fluide incompressiblehomogéenale massevolu-
miquey,. Cesécoulementplanétaire®ntuneéchellecaractéristiquiorizontalel. tressupérieuréleurépaisseur
caractéristiquéd. La planeteétudiée supposéesphériquegsten rotationautourde sonaxedespblesa la vitesse
angulaireﬁ par rapportau référentielplanétocentriquédt; supposégaliléeneton utilise le reperede projection
local Axyz (figurel), lié ala E?néte,ou A estla projectiondu point courantM surla planéete,Az représentéa

verticalelocale,avecOA = R e ,.

Ay estdirigé versle Nord et Ax versl'est.
On supposd. petitdevantle rayonR de la planétepour pouvoir

6“ confondrdocalementa surfacedela planéteavecsonplantangent
y , enA, A étantrepéréparsalat_it)udeA. gn posef = 2Qsin A.
Le champdepesanteulocal, g = —g e ,, inclutlesforcesd’iner-
M(0,0,2) tie axifuges,etserasupposémlorme.
A On note: Vi =0x e x+0y e, la projection horizontale de
o A\ I'opérateur'nabla”.

Onnoteenfin }j’ la variationcaractéristiquele pressiorassocieé
I'écoulement]U la vitessehorizontalecaractéristiquelV la vitesse
verticalecaractéristiquest T I'échelle detempscaractéristiquele
I'écoulement.

. On modéliserda couchefluide étudiéecommeétantlimitée par
Figure 1 unesurfacesolidezs = 0 (limite inférieure)etparunesurfacdibre
71 = h(x,y,t) (limite supérieurepu la pressiorestPy.

- = — . . h g s . .
OnnoteV = Uy + w e , lavitesseaupoint M dansle référentiellié ala planéteet on posepourallégerles

8%v ol 8u)
—— Ouu; = —).
_ , oxdy 9 N

On appellecyclonetout tourbillon dont la rotation se fait avecune composanteoositive sur I'axe despdles

orientédu sudversle nord et anticyclonetout tourbillon dontla rotationsefait avecunecomposanteégativesur
cemémeaxe.

.0 .
notatlons:a—u = 0¢u = ux. (Onlira doncparexemplev,, =
X

| Premiérepartie: Obtention deséquationsgéostrophiques

.1 Aveclesnotationsprécédenteleséquationglumouvemens’écriventalorsdande référentielié alaplanéte:

d = P — — L .
(1) LI v <—> + acu= 0 (Projectionhorizontale)
dt Ho
d P — .
(2) il + 4, (—) g+acy =0  (Projectionverticale)
dt Ho
1.2

. —
I.2.a Quereprésenteriestermesa cy etacy ?
I.2.b  Expliciter cestermesenfonctionde(, A, u, v etw.

l.2.c A quelleconditionsurU peut-onnégligeracy devantg, compte-tenulesvaleursnumériquesionnéesn
quatriemepartie? On supposeraetteconditionréaliséedanstoutela suite.

1.3

I.3.a Comment’écritla conservatioiocaledela massdluide? (équation(3)).
. ~ H -

[.3.b  EndéduirequeW = fU'

1.4
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l.4.a Onconsideraésormaisiesecoulementsituéshorsdela zoneéquatorialeA partirdel’équation(1) établir
quedanslesdeuxcasolT « f~!' ouT > f~! ona:

P
< —.
Lo

i

l.4b Enadmettanguece résultatrestevalablea touteéchellede tempsT, endéduirequele premiertermede

I'équation(2) estnégligeabledevante deuxiémeleur rapportétantauplusdel’ordre de (f) .

I._é)l.c DétermineralorsI’egressionng(x,y,z,t)_e)nfonction de Pg, po, g, h(x,y,t) etz et endéduireque
V u P estdirectementié a Vg h par: Vg P = uog Vi h (équation(4).

I.4.d Montreralorsqu'il estcohérentles’intéressea desécoulementsu ﬁ)H nedépendpasde l'altitude z.

I.5 On considéredoncun écoulemenbu la vitessehorizontalene dépendpasde l'altitude z_)et on cherchea
exploiterla conservatiome la masseafin derelier gracea elle lesvariationsde h aveccellesde U .
Enintégrantselonz la relationde conservatiome la masseétablirunerelationliant w(h), h et E)H
On admetalors(on ne demandepasd’établir ce résultat)quela conditionauxlimites al'interfacelibre surla

. . dh
vitessesetraduitparw(h) = T

1.6 Déduiredetoutcequiprécédeguele systemal’'équationgégissant'écoulementpeuts’écrire:

dUg

-0
dt o

- = —
5) +fe,AUn+ Vu(gh)

©6) Oh+ Vi (h.?H) =0

I Deuxiemepartie: Modéle de Saint-Venant

Danscettepartie,on étudiequelquessolutionspossiblesdeséquationy5) et (6) dansle cadred’une linéari-
sationdeséquationgourdefaiblesvitessest de petitesmodificationsde hauteurh = H + 5 avecy/H <« 1 (on

rappellequeH estconstanetuniforme).
= = = I . I
Onposealors¢ = (VH AU H) « €, = 0xv — Oyu = vy — uy, projectionverticaledela vorticité.

II.1 Réécrirdeséquationg5) et(6) compte-tenwleshypothesesi-dessusOn obtientleséquationg5’) et (6).

1.2 Onnégliged’abordleseffetsliés auxvariationsde latitude.On considéeredoncici enpremiereapproxima-
tion quef estconstanégalaf, (questiondl.2 etll.3). Etablir alorsla solutionstationnairedeséquationgs’) et
(6") endéterminantU y et¢ enfonctionde n etdesconstantesiu probleme(solutiondite géostrophique).
Décrirele champde vitesseassociéa un profil de hauteur;(r) a symétriede révolution,encreux(n < 0, et
minimumsurl’axe) ouenbossgrn > 0 etmaximumsurl’axe). On préciserde caractereycloniqueou anticyclo-
niguedesécoulementgtudiés et on présenteranecartographiale’écoulementassociéx chaqueprofil.

[1.3 On cherchea présenta déterminen’échelle caractéristiquales écoulementsnstationnaireséparanies
domaineou prédominent’effet dela rotationdela planéteetI'effet dela gravité.

II.3.a En négligeanttout d’abordI'effet de la rotation montrerque (5’) et (6') conduisenia une équationde
propagatiorpour n faisantapparaitreinevitessede propagatiorr donton donnerd’expression.

I1.3.b  Enconsidérantinesolutionondeplaneprogressivénarmoniquele pulsationw et devecteurd’onde?,
donnera relationde dispersiorassociées (k). Précisemlorsa quelleconditionsurw I'approximationprécédente
estvalable(effetsdela rotationnégligeablesgt endéduirequeleslongueurd’ondeassociéesontpetitesdevant
unelongueurcaractéristiqu&rLg, ou Lr estappelérayonde Rossbyrayondont on donnera’expression.On
s'intéressalansla suitea desécoulementsletaille caractéristiqusupérieur& Lg.
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I1.3.c  Sionconsidéraun écoulemengéostrophiquele vitessecaractéristiqud’ et detaille caractéristiqud.r,
donnen’expressiordel’amplitude caractéristique. desvariationsde hauteurFairel’applicationnumériqueavec
lesdonnéegsiela partielV (tableauxl et2) etcommenter

Etude plus détailléede l'influence de la latitude

On s’intéressea présenta I'effet desvariationsde latitude:les mouvement®nt lieu au voisinaged’un point Ag
delatitude \,, choisicommeorigine.On consideregu’ils ontlieu dansle plantangenta la planéteen A, avecun
paramétrale Coriolisf dépendanalorsdey aupremierordreeny /R.

.4 Etablirdansce cadrequef = f, + By etdéterminef’expressionde 3 enfonctionde(, A, etR .Onconsi-
dérealorsquefy /fy < 1.
Le systemdinéariséobtenua partir deséquationg5) et (6) s'écritdonc:

u — (fo + By)v=—gne  (5")
vi + (fo + fy)u = —gny  (5")
N+ H(ux +vy) =0 (6")

1.5

II.5.a Déterminerla solutionstationnaire desdeux premiereséquationsau premierordreen g3y /f, (solution
géostrophiqugénéralisée).

II.5.b Quedonnealorsla conservatiorde la mass& En déduirequ’une telle solution doit étre modifiée et
renduedépendantelu temps(solution quasi-géostrophiquelPour déterminercettesolution quasi-stationnaire,
onsupposeuelesdérivéesemporelledeu etde v sontdesperturbationsl’ordre 1 qui secalculenta partirdela
solutiongéostrophiquel’ordrezéro(démarchegparapproximationsuccessives).

II.5.c Montreralorsenreprenanta démarcherécédentguen satisfaital'équation:

() Mt — anx — b(7x + Myy)e =0
etdonner’expressiondescoefficientsa et b ainsiqueleursdimensions.

I1.5.d Paruneétuded’ordre de grandeuysimplifier cetteéquationdansle casde structurede taille trés supé-
rieureaLgr. Endéduirequedetellesstructuresepropagensansdéformatiordansunedirectionquel’on précisera.
A quellevitessedephasé&

Etude qualitative de la dérive destourbillons.
Onseproposeaderetrouvere phénoménenis enévidenceci-dessus partir d’'un raisonnemenplus qualitatif.

1.6 Théoremed’Ertel, interprétation Un calculsimple,quel’on nedemandgasd’effectuer apartirdeséqua-
tions(5) et(6) conduita I'équation:

()

N =2 = — I . —
ouonrappelleque¢ = (VH A UH) . €, = 0xv — Oyu = v, — uy estlaprojectionverticaledela vorticite.

II.6.a Entenantcomptedelincompressibilitéet enraisonnansurun petit cylindre matérielde fluide demasse
constanten, derayonr(t), d’axeverticaletd’épaisseuh(t) quel’on suitdanssonmouvementmontrerqualitati-
vementguececitraduitla conservatiorlela projectionverticaledu momentcinétiquedansun référentielquel’'on
précisera.
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I1.6.b  Onconsidérauneparticuledefluide sedéplacanen périphéried’un tourbillon derayonLg, a altitudes

constante. )

. . dU
Montrera partir de (5) quedanscecas— = 0.
En utilisant (8), précisercommentévolue|¢| pourla particulelorsqu’elle passedu nord au suddu tourbillon
(enundemi-tour)suivantqu’il s'agitd’un cycloneou d’un anticyclone.

. . r(t N .

Enadmettantju’on puisseencoreécrirelocalemen{Uy | ~ %|£(t)| our(t) représentée rayondecourbure
local,voisinde Ly, dela trajectoire étudiera variationder(t) avecla latitudedela particuleétudiéest endéduire
la forme de cettetrajectoiredansles deux cas(cycloneet anticyclone).En déduireque cestourbillons dérivent
lentemenidansune mémedirectionquel’on préciseraOn présenterdes résultatsde cettediscussiorgualitative

endessinanla trajectoiredela particuleétudiéesurun schéma.

II.6.c Enconsidéraniatrajectoiredela particuleétudiéeci-dessu€ommeréunionde deuxdemi-trajectoiresle
rayonslégerementlifférents estimera valeurdela vitessede dériveV4 enfonctionde 3 et Lg endéterminante
déplacemengffectuéparla particuleenuntour complet.

Comparelesrésultatsde cettediscussiomualitativeavecceuxobtenusen|l.5

[l Troisiéme partie: Recherched’une solution sousforme de soliton
Ons'intéresseé présentinouveala l'équation(7).

[I.1 Déterminerla relation de dispersionassocié& cetteéquation.Des structuresde type paquetd’ondesde
taille comparablel Ly satisfaisanal'équation(7) peuvent-ellesubsistetréslongtemp< Pourquor?

Pourexpliquerla longévitéobservéale la Tacherouge,on estalorsamenéa considérefes non-linéaritésta
étudiersi leurseffetspeuventompensetesdéfautsprécédents.

1.2  Commenfaut-il choisirla taille caractéristiqué.. etla duréecaractéristiqué’. pourpouvoirécrirel’équa-
tion (7) sousla forme:

©) N —nx — (mxx +nvy), =0
ouonintroduitlesvariablessansdimensionX = x/L., Y = y/L. etr = t/T..
1.3

lll.3.a En utilisantlesrésultatsde la partiell.5.d, justifier qu'on puisseécrire de faconapprochéea partir de

9):
(10) nr —nx — (Mxxx + 7yyx) =0

I11.3.b  Poursimplifier, on serestreintdorénavané un modeleunidimensionnebuivantAx, en supprimante
derniertermedel’équation(10).Décrirealorsplusprécisémeriteffet dutermed’ordretrois surlesondesétudiées
enll.5.d?

n

1.4  Onintroduitalorsla hauteuréduiten® = — ol . aétéintroduitenll.3.c. Le termenon-linéairearajouter
C
s’écritalorspour desécoulementsle taille supérieuré Lr: —fn*nx ou g = ﬂf—R. En quoicetermebrise-t-il la
0

symétrieentrecyclonesetanticyclone®
L'équationainsiobtenue:

(11) n;— 1% — B 0k — nkxx = 0,

s'appelleéquationde Korteweg-DeVries.

Parun raisonnemengjualitatif , montrerquel'introduction du termenon-linéairerevienta considéreiquela
vitessede phasedesondesétudiéesen 11.5.d dépendde I'amplitude de cesondes.En raisonnanisur un paquet
d’ondesdeformesimpleetd’extensiorspatialdimitée, montreralorsquecettedépendancdela vitessevis-a-vis
del’amplitude ne peutcompenseles effetsdu termedu troisiemeordresurle paquetd’ondequepouruntypede
tourbillons(cyclonesou anticyclone®) et briseainsila symétrieentrecesdeuxtypesd’écoulements.
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Nous allons a présentdéterminerune solution de I'équation de Korteweg-DeVries qui corresponda cette
propagatiorsansdéformationou non-linéaritéset dispersionse compensentte soliton, en utilisantune méthode
graphigueet uneanalogieavecla mécanique.

1.5 Onchercheunesolutionpropagativedela forme:n* = n*(u) avecu = X + (1 + ¢1)T etey > 0.
Montreralorsqu’ona:

*2

n

(12) e’ =B =i, = A
ou A estuneconstante.
1.6  Mettrecetteéquationsousla forme:
dv
13 o
(13) Tow = = g

ou 'V estun "potentiel"quel’'on écrira.Quelleanalogiemécaniqueelavoussuggere-t'i? Préciseda correspon-
danceentreles variablesde la mécaniqueet cellesdu problémeformuléici enregroupantes résultatsdansun
tableau.

.7

[lI.7.a Onprendl’origine du potentielpourn* = 0. En poursuivantl’analogie suggérég@récédemmenguelle
estl'énergietotaledu systemeéquivalendontl'évolution estparamétré@arn™ etu.
Onseplacedésormaigiansle casou A = 0.

l1.7.b  Donnergraphiquementallure de V(n*) et calculersesracinesquel’on noteradansun ordrecroissant
71, 72 €tns.

lIl.7.c  Montrerenutilisantl'analogiemécaniqueguel’énergietotale doit étrechoisied’'unefagconuniqueque
I'on préciserasachantjuel’on chercheun soliton, solutionspatialementocalisée.Décrirele "mouvement'mé-
caniguecorrespondant.

1.8

[l.8.a Montrerquel’'on aalors:

(14 S0 = 2 (= )

etcherchemunesolutionsousla formen* = « oul'on déterminerax eté enfonctiondens.

cosh? §u

l1.8.b  Ecrirela solutioncompléten* (X, r) enfonctionde ns et 3. Tracergraphiquemenkallure grossiérede
la solutiona un tempsdonnéenfonctionde X. La principalecaractéristiquelu soliton estsaforme invarianteau
coursdu tempshien quedescontributiors dispersivesoientinclusesdansl’équation (11). Déterminera vitesse
de propagationdu soliton en fonction de son amplitude,en variablessansdimensionspuis en variablesréelles
dimensionnées.

I11.8.c Leschoixc; < 0, ou A nonnul conduiraient-ilsa desconclusionglifférente$?

IV Quatrieme partie: Application al'étude destachesde Jupiter

Le tableaul ci-dessousegroupeles donnéesconcernantlupiter et le tableau2 résumeles caractéristiques
observéeslesquatretypesdetachesde Jupiter
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RayonR enkm 71400
Hauteurd’atmosphérdl enkm 10
RotationpropreQ enrad-s~' | 1,763.10~*
pesanteug enm-s~ 2 26,40
TAB. 1:
Durée de Taille Vitessade Sensde Vitesse ca-
Nom | Latitude Nature vie enan- dérive en . ractéristique
. enkm 1 dérive 1
nees m-s Uenm-s
Grande
Tache 22°S | Anticyclone >300 18000 3 versl'ouest 50
Rouge
Petite
Tache | 19°N Anticyclone 2a5 8000 25 versl'ouest
Rouge
Ovales 34°S | Anticyclones 50 6000 4 versl'est 30
blanlcs
Ovales| 14 Cyclones 30 4000 25 versl'est
bruns
TAB. 2:

IV.1 Calculerle rayondeRossbyly etla vitessededériveV, alalatitudedela GrandeTacheRouge.

IV.2 Enfait, la massevolumiquede I'atmospherede Jupitern’est pasuniforme mais dépendde I'altitude. On
montrequecellestratificationconduitessentiellemeré remplaceg, parunepesanteucorrigéevalantapproxima-

tivementg/10. Endéduirela nouvellevitessede dériveet commenter

IV.3 Commentede maniéerecritiquelesautresaspectsiu tableau2 a partir del’étude précédente.
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