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L’usagedecalculatricesélectroniquesdepocheà alimentationautonome,nonimprimanteset sansdocument
d’accompagnement,estautorisépour touteslesépreuved’admissibilité,saufpour lesépreuvesdefrançaiset de
langues.Cependant,uneseulecalculatriceà la foisestadmisesur la tableou le postedetravail, etaucunéchange
n’estautoriséentre lescandidats.

On rencontredansla naturedesstructurespropagativesqui nesubissentpasdedéformationlors de leur mou-
vement.

C’est le casnotammentdela GrandeTacheRougedeJupiterdontla stabilitéestétonnante(inchangéedepuis
lesobservationsdeGaliléeil y a plusde300ans).

L’objet de ce problèmeest de proposerune explicationde cettestructurepar une modélisationen termes
d’ondes.Pourcefaire,nousallonsmontrerquedeséquationscomportantsimultanémentdestermesnon-linéaires
et destermesfortementdispersifsprésententdessolutionsparticulièresappeléessolitonsqui satisfontà detelles
critèresdepropagationsansdéformation.

Dansla premièrepartiedu problème,un établit leséquationsdebasedela dynamiquedesatmosphèresplané-
taires.

On étudieensuitedansla deuxièmepartie le rôle de la rotationplanétairedansla formation de tourbillons
stationnairesà grandeéchelle(cycloneset anticyclones)et celui de la formesphériquedesplanètesdanslesphé-
nomènesdedériveassociés.Dansunetroisièmepartie,onmetenévidencela solutionsolitairedansle cadred’une
étudesimplifiée.On confrontealorslesrésultatsdecemodèleauxdifférentstourbillonsobservésà la surfacede
Jupiter.

Lesrésultatsintermédiairesdonnésdansl’énoncépeuventêtreutilisésmêmes’ils n’ont pasétéétablispar le
candidat,cequi rendlesdifférentespartiesrelativementindépendantes.

Il est demandéau candidat de rappeler sur sa copie, le numéro de la question avant de développersa
réponse.

Tournezla pageS.V.P.
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On s’intéresseici à desécoulementssupposésparfaitsd’un fluide incompressible,homogènedemassevolu-
mique��� . Cesécoulementsplanétairesontuneéchellecaractéristiquehorizontale� trèssupérieureàleurépaisseur
caractéristique� . La planèteétudiée,supposéesphérique,estenrotationautourdesonaxedespôlesà la vitesse

angulaire
� � �

par rapportau référentielplanétocentrique�
	� supposégaliléenet on utilise le repèredeprojection
local ��
���� (figure1), lié à la planète,où � estla projectiondu point courant � sur la planète,�
� représentela

verticalelocale,avec
���� ����� � � ��� .
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Figure 1

�
� estdirigéversle Nordet �

 versl’est.
On suppose� petit devantle rayon � de la planètepour pouvoir
confondrelocalementlasurfacedelaplanèteavecsonplantangent
en � , � étantrepéréparsalatitude � . Onpose����� �! #"%$ � .

Le champdepesanteurlocal,
� � & � � &'� � � � , inclut lesforcesd’iner-

tie axifuges,etserasupposéuniforme.

On note:
� � (*) ��+-, � � � ,/.0+21 � � � 1 la projection horizontale de

l’opérateur"nabla".
Onnoteenfin 34 la variationcaractéristiquedepressionassociéeà
l’écoulement,35 la vitessehorizontalecaractéristique,36 la vitesse
verticalecaractéristique,et 37 l’échelledetempscaractéristiquede
l’écoulement.
On modéliserala couchefluide étudiéecommeétantlimitée par
unesurfacesolide�98:��; (limite inférieure)etparunesurfacelibre�9<=�?>�@A
CBD��B#EGF (limite supérieure)où la pressionest

4 � .
On note

� � H � � � 5 ) .0I � � ��� la vitesseaupoint � dansle référentiellié à la planèteet on posepourallégerles

notations:
+KJ+L
 �M+2,NJO�PJKQ . (On lira doncparexemple:R�,G1S� +=TUR+K
L+L� ou JLV:� +LJ+KE ).

On appellecyclonetout tourbillon dont la rotationse fait avecunecomposantepositive sur l’axe despôles
orientédu sudversle nordet anticyclonetout tourbillon dont la rotationsefait avecunecomposantenégativesur
cemêmeaxe.

I Premièrepartie: Obtention deséquationsgéostrophiques

I.1 Aveclesnotationsprécédentesleséquationsdumouvements’écriventalorsdansle référentiellié àlaplanète:W � � 5 )W E . � � (X)0Y 4� �KZ . � � [S\ ) � � � ; (Projectionhorizontale)(1) W IW E .�+ � Y 4� �LZ & . [ \K] ��; (Projectionverticale)(2)

I.2

I.2.a Quereprésententlestermes
� � [S\ )

et
[2\L]

?

I.2.b Expliciter cestermesenfonctionde
�

, � , J , R et I .

I.2.c À quelleconditionsur 35 peut-onnégliger
[-\K]

devant
&
, compte-tenudesvaleursnumériquesdonnéesen

quatrièmepartie?On supposeracetteconditionréaliséedanstoutela suite.

I.3

I.3.a Comments’écrit la conservationlocaledela massefluide?(équation(3)).

I.3.b En déduireque 36_^`� � 35 .

I.4 a�bdc2b'e-f�g�gihkjLf2l�m?ndo2pLfMq



I.4.a Onconsidèredésormaisdesécoulementssituéshorsdela zoneéquatoriale.À partirdel’équation(1) établir
quedanslesdeuxcasoù rs�tvu�w�x

ou rs�yzu{w�x
on a:r| rs~} r������C�

I.4.b En admettantquecerésultatrestevalableà touteéchelledetemps rs , endéduirequele premiertermede

l’équation(2) estnégligeabledevantle deuxième,leur rapportétantauplusdel’ordre de �:� ���
� .
I.4.c Détermineralors l’expressionde

���A�C�#���#�-�D���
en fonction de

� �
,
� �

, � , � ���C�#���D��� et
�

et en déduireque� � �X� �
estdirectementlié à

� � �X� � par:
� � �X� ���M� ��� � � �X� � (équation(4).

I.4.d Montreralorsqu’il estcohérentdes’intéresserà desécoulementsoù
� � | �

nedépendpasdel’altitude
�
.

I.5 On considèredoncun écoulementoù la vitessehorizontalene dépendpasde l’altitude
�

et on chercheà

exploiterla conservationdela masseafindereliergrâceà elle lesvariationsde � aveccellesde
� � | �

.

En intégrantselon
�

la relationdeconservationdela masse,établirunerelationliant � � � � , � et
� � | �

.
On admetalors(on nedemandepasd’établir cerésultat)quela conditionauxlimites à l’interfacelibre sur la

vitessesetraduitpar � � � �:� � �� � .

I.6 Déduiredetout cequi précèdequele systèmed’équationsrégissantl’écoulementpeuts’écrire:� � � | �� �¢¡ u � � £�¤¦¥§� � | � ¡ � � � � � �-� �:� � � ¨
(5) ©-ª � ¡ � � � �X«:¬ � � � � | ��­ � ¨ �(6)

II Deuxièmepartie: Modèlede Saint-Venant

Danscettepartie,on étudiequelquessolutionspossiblesdeséquations(5) et (6) dansle cadred’une linéari-
sationdeséquationspourdefaiblesvitesseset depetitesmodificationsdehauteur:� � � ¡0® avec®�¯ � t±°

(on
rappelleque � estconstantetuniforme).

Onposealors ² � ¬ � � �X� ¥ � � | � ­�« � � £ ¤ � ©2³N´ � ©2µN¶ � ´�³ � ¶Lµ , projectionverticaledela vorticité.

II.1 Réécrireleséquations(5) et (6) compte-tenudeshypothèsesci-dessus.Onobtientleséquations(5’) et (6’).

II.2 On négliged’abordleseffetsliésauxvariationsdelatitude.On considèredoncici enpremièreapproxima-
tion que

u
estconstantégalà

u·�
(questionsII.2 et II.3). Établir alorsla solutionstationnairedeséquations(5’) et

(6’) endéterminant
� � | �

et ² enfonctionde ® etdesconstantesdu problème(solutiondite géostrophique).
Décrirele champde vitesseassociéà un profil de hauteur® �A¸G� à symétriede révolution,en creux( ®º¹ ¨ , et

minimumsurl’axe) ouenbosse( ®¼» ¨ etmaximumsurl’axe).Onpréciserale caractèrecycloniqueouanticyclo-
niquedesécoulementsétudiés,eton présenteraunecartographiedel’écoulementassociéà chaqueprofil.

II.3 On chercheà présentà déterminerl’échelle caractéristiquedesécoulementsinstationnairesséparantles
domainesoù prédominentl’effet dela rotationdela planèteet l’effet dela gravité.

II.3.a En négligeanttout d’abord l’effet de la rotationmontrerque (5’) et (6’) conduisentà uneéquationde
propagationpour ® faisantapparaîtreunevitessedepropagation½ donton donneral’expression.

II.3.b En considérantunesolutionondeplaneprogressiveharmoniquedepulsation¾ et devecteurd’onde
� � ¿

,
donnerla relationdedispersionassociée¾ � ¿ � . Préciseralorsà quelleconditionsur ¾ l’approximationprécédente
estvalable(effetsdela rotationnégligeables)et endéduirequeleslongueursd’ondeassociéessontpetitesdevant
unelongueurcaractéristiqueÀ-Á ��Â , où

��Â
estappelérayonde Rossby, rayondont on donneral’expression.On

s’intéressedansla suiteà desécoulementsdetaille caractéristiquesupérieureà
��Â
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II.3.c Si on considèreun écoulementgéostrophiquedevitessecaractéristiqueÑ et detaille caractéristiqueÒCÓ ,
donnerl’expressiondel’amplitudecaractéristiqueÔNÕ desvariationsdehauteur. Fairel’applicationnumériqueavec
lesdonnéesdela partieIV (tableaux1 et2) etcommenter.

Étude plus détailléede l’influence de la latitude

On s’intéresseà présentà l’effet desvariationsde latitude:les mouvementsont lieu au voisinaged’un point ÖØ×
delatitude Ù'× , choisicommeorigine.Onconsidèrequ’ils ont lieu dansle plantangentà la planèteen ÖØ× , avecun
paramètredeCoriolis Ú dépendantalorsde Û aupremierordreen Û=Ü-Ý .

II.4 Établir danscecadreque Ú�ÞßÚ·×:à*áCÛ et déterminerl’expressionde á enfonctionde â , Ù'× et Ý .Onconsi-
dèrealorsque áCÛ=ÜãÚ ×/ä±å .

Le systèmelinéariséobtenuà partir deséquations(5) et (6) s’écrit donc:æç è?éLê�ëPì Ú × à0áCÛLíïî¼Þ ë/ð Ôòñ ìôóNõöõ íî ê à ì Ú × à*áCÛdí é Þ ë/ð Ôò÷ ìôóNõöõ õ íÔ ê àùø ì�é ñ/à0î�÷Ní:Þ�ú ìôûNõöõ í
II.5

II.5.a Déterminerla solutionstationnaire desdeuxpremièreséquationsau premierordreen áCÛ=ÜãÚ·× (solution
géostrophiquegénéralisée).

II.5.b Que donnealors la conservationde la masse? En déduirequ’une telle solution doit être modifiéeet
renduedépendantedu temps(solutionquasi-géostrophique).Pourdéterminercettesolutionquasi-stationnaire,
on supposequelesdérivéestemporellesde é etde î sontdesperturbationsd’ordre1 qui secalculentàpartir dela
solutiongéostrophiqued’ordrezéro(démarcheparapproximationssuccessives).

II.5.c Montreralorsenreprenantla démarcheprécédenteque Ô satisfaità l’équation:Ô ê ë*ü Ô ñ ëXý�ì Ô ñGñ àPÔ ÷G÷ í ê Þ�ú(7)

etdonnerl’expressiondescoefficientsü et ý ainsiqueleursdimensions.

II.5.d Paruneétuded’ordrede grandeur, simplifier cetteéquationdansle casde structuresde taille trèssupé-
rieureà Ò Ó . Endéduirequedetellesstructuressepropagentsansdéformationdansunedirectionquel’on précisera.
À quellevitessedephase?

Étude qualitative de la dérive destourbillons.

Onseproposederetrouverle phénomènemisenévidenceci-dessusà partir d’un raisonnementplusqualitatif.

II.6 Théorèmed’Ertel, interprétation Un calculsimple,quel’on nedemandepasd’effectuer, àpartirdeséqua-
tions(5) et (6) conduità l’équation: þþLÿ���� à Ú��� Þ�ú(8)

où on rappelleque
� Þ�� ë 	 
���
§ë 	 Ñ �����Kë 	 ��� Þ�� ñ î ë � ÷ é Þ?î ñ ë é ÷ estla projectionverticaledela vorticité.

II.6.a En tenantcomptedel’incompressibilitéet enraisonnantsurun petit cylindrematérieldefluidedemasse
constante� , derayon � ì ÿ í , d’axeverticaletd’épaisseur

� ì ÿ í quel’on suitdanssonmouvement,montrerqualitati-
vementquececitraduitla conservationdela projectionverticaledumomentcinétiquedansun référentielquel’on
précisera.

������� �"!�#$#&%(')!�*,+.-�/�0)!21



II.6.b On considèreuneparticuledefluide sedéplaçantenpériphéried’un tourbillon derayon 354 , à altitude 6
constante.

Montreràpartir de(5) quedanscecas 7)8:9;7)<>=�? .En utilisant (8), précisercommentévolue @ AB@ pour la particulelorsqu’ellepassedu nordau suddu tourbillon
(enun demi-tour)suivantqu’il s’agit d’un cycloneou d’un anticyclone.

Enadmettantqu’onpuisseencoreécrirelocalement@ 8 ; @DCFEHG <JIK @ A G <LI @ où EMG <JI représentele rayondecourbure

local,voisinde 3 4 , dela trajectoire,étudierla variationde EMG <LI avecla latitudedela particuleétudiéeetendéduire
la forme de cettetrajectoiredansles deuxcas(cycloneet anticyclone).En déduirequecestourbillons dérivent
lentementdansunemêmedirectionquel’on précisera.On présenteralesrésultatsdecettediscussionqualitative
endessinantla trajectoiredela particuleétudiéesurun schéma.

II.6.c Enconsidérantla trajectoiredela particuleétudiéeci-dessuscommeréuniondedeuxdemi-trajectoiresde
rayonslégèrementdifférents,estimerla valeurdela vitessededériveNPO enfonctionde Q et 3 4 endéterminantle
déplacementeffectuéparla particuleenun tourcomplet.

ComparerlesrésultatsdecettediscussionqualitativeavecceuxobtenusenII.5

III Troisièmepartie: Recherched’une solution sousforme de soliton

Ons’intéresseà présentà nouveauà l’équation(7).

III.1 Déterminerla relationde dispersionassociéeà cetteéquation.Desstructuresde type paquetd’ondesde
taille comparableà 3 4 satisfaisantà l’équation(7) peuvent-ellessubsistertrèslongtemps?Pourquoi?

Pourexpliquerla longévitéobservéedela Tacherouge,on estalorsamenéà considérerlesnon-linéaritéset à
étudiersi leurseffetspeuventcompenserlesdéfautsprécédents.

III.2 Commentfaut-il choisirla taille caractéristique35R et la duréecaractéristiqueSTR pourpouvoirécrirel’équa-
tion (7) sousla forme: 6�UTVW6DXYV G 6DXZX�[W6]\Z\ I U =�?(9)

où on introduit lesvariablessansdimension̂ =._)` 35R , a =.bc` 35R et d = < ` STR .
III.3

III.3.a En utilisant les résultatsde la partieII.5.d, justifier qu’on puisseécrirede façonapprochée,à partir de
(9): 6 U Ve6 X V G 6 XZXZX [f6 \Z\ZX I =�?(10)

III.3.b Poursimplifier, on serestreintdorénavantà un modèleunidimensionnelsuivant g _ , en supprimantle
derniertermedel’équation(10).Décrirealorsplusprécisémentl’effet dutermed’ordretroissurlesondesétudiées
enII.5.d?

III.4 Onintroduitalorsla hauteurréduite6$h = 66]R où 6 R aétéintroduitenII.3.c.Le termenon-linéaireàrajouter

s’écrit alorspourdesécoulementsdetaille supérieureà 354 : V�iQj6 h 6 hX où iQ = Qj354kml . En quoicetermebrise-t-il la

symétrieentrecyclonesetanticyclones?
L’équationainsiobtenue: 6 hU VW6 hX V iQj6 h 6 hX Ve6 hXZXZX =�?)n(11)

s’appelleéquationdeKorteweg-DeVries.
Parun raisonnementqualitatif , montrerquel’introduction du termenon-linéairerevientà considérerquela

vitessede phasedesondesétudiéesen II.5.d dépendde l’amplitude de cesondes.En raisonnantsur un paquet
d’ondesdeformesimpleetd’extensionspatialelimitée,montreralorsquecettedépendancedela vitessevis-à-vis
del’amplitudenepeutcompenserleseffetsdu termedu troisièmeordresur le paquetd’ondequepourun typede
tourbillons(cyclonesou anticyclones?)et briseainsila symétrieentrecesdeuxtypesd’écoulements.o�p)q"p r"s�t�tvu(w)s�x,y.z){"|)s~}



Nous allonsà présentdéterminerunesolution de l’équation de Korteweg-DeVries qui correspondà cette
propagationsansdéformationoù non-linéaritéset dispersionsecompensent:le soliton,enutilisantuneméthode
graphiqueet uneanalogieavecla mécanique.

III.5 Onchercheunesolutionpropagativedela forme: ���T�����"���c� avec���2�,�.���v�f�D���(� et �]�P�,� .
Montreralorsqu’ona:

�D��� �T���� ���J�� � � ���� �~�(12)

où � estuneconstante.

III.6 Mettrecetteéquationsousla forme:

� ���� � �e���� � �(13)

où � estun "potentiel"quel’on écrira.Quelleanalogiemécaniquecelavoussuggère-t’il? Préciserla correspon-
danceentreles variablesde la mécaniqueet cellesdu problèmeformulé ici en regroupantles résultatsdansun
tableau.

III.7

III.7.a On prendl’origine du potentielpour ���P�~� . En poursuivantl’analogiesuggéréeprécédemment,quelle
estl’énergietotaledu systèmeéquivalentdont l’évolutionestparamétréepar � � et � .

Onseplacedésormaisdansle casoù ����� .
III.7.b Donnergraphiquementl’allure de � ��� � � et calculersesracinesquel’on noteradansun ordrecroissant��� , � � et �D� .
III.7.c Montrerenutilisant l’analogiemécaniquequel’énergietotale doit êtrechoisied’unefaçonuniqueque
l’on précisera,sachantquel’on chercheun soliton,solutionspatialementlocalisée.Décrirele "mouvement"mé-
caniquecorrespondant.

III.8

III.8.a Montrerquel’on a alors: ��v��� �� � � � �� � � �J� �(� � � � � �(14)

etchercherunesolutionsousla forme � � ��� ��¡ "¢�£ �Z¤ � où l’on déterminera� et ¤ enfonctionde �]� .
III.8.b Écrire la solutioncomplète�$���¥�§¦L¨�� en fonctionde �D� et �� . Tracergraphiquementl’allure grossièrede
la solutionà un tempsdonnéenfonctionde � . La principalecaractéristiquedu solitonestsaformeinvarianteau
coursdu tempsbienquedescontributionsdispersivessoientinclusesdansl’équation(11).Déterminerla vitesse
de propagationdu soliton en fonction de son amplitude,en variablessansdimensionspuis en variablesréelles
dimensionnées.

III.8.c Leschoix � �P© � , ou � nonnul conduiraient-ilsà desconclusionsdifférentes?

IV Quatrième partie: Application à l’étude destachesdeJupiter

Le tableau1 ci-dessousregroupeles donnéesconcernantJupiter, et le tableau2 résumeles caractéristiques
observéesdesquatretypesdetachesdeJupiter.
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Rayoņ en ¹�º 71400
Hauteurd’atmosphère» en ¹�º 10
Rotationpropre¼ en ½L¾]¿jÀ Á�Â�Ã Ä"ÅJÆ"Ç"È�ÉÊÄMË ÂcÌ

pesanteurg en ºÍÀ Á�ÂZÎ 26,40

TAB. 1:

Nom Latitude Nature
Durée de
vie enan-
nées

Taille
en ¹�º Vitessede

dérive enºÍÀ Á�Â�Ã Sensde
dérive

Vitesse ca-
ractéristiqueÏ

en ºÐÀ Á¡ÂjÃ
Grande
Tache
Rouge

22˚S Anticyclone >300 18000 3 versl’ouest 50

Petite
Tache
Rouge

19˚N Anticyclone 2 à 5 8000 2.5 versl’ouest

Ovales
blancs

34˚S Anticyclones 50 6000 4 versl’est 30

Ovales
bruns

14˚N Cyclones 30 4000 2.5 versl’est

TAB. 2:

IV.1 Calculerle rayondeRossbyÑZÒ et la vitessededérive ÓPÔ à la latitudedela GrandeTacheRouge.

IV.2 En fait, la massevolumiquede l’atmosphèrede Jupitern’est pasuniformemaisdépendde l’altitude. On
montrequecellestratificationconduitessentiellementà remplacerÕ parunepesanteurcorrigéevalantapproxima-
tivementÕ�Ö�ÄMË . En déduirela nouvellevitessededériveetcommenter.

IV.3 Commenterdemanièrecritiquelesautresaspectsdu tableau2 àpartir del’étudeprécédente.
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