Probleme

Meilleure approximation par un sous-espace

de dimension finie

Soient (£, || ||) un espace normé réel et V' un sous-espace non nul de dimen-
sion finie. Si xz € E, on note :

d(z, V) =inf {||lx —v|, ve V}

el
Cviz)=ine ¥V |z —v| = dlz,V)}.

On montrera dans la premiere question du probléme que Cy (z) n'est pas vide.
Les éléments de Cy (z) sout les meilleures approximations de z dans V.

On dit que deux vecteurs z et y sont positivement colinéaires si et seulement
siz=0o0uyec Rz (avec Rz = {Az, A e RT}).

Soient S le segment [—1, 1], C(S) I'espace des fonctions continues de S dans
R. Pour n dans N*, soient V,, le sous-espace de C(S) constitué des fonctions
polynomiales de degré majoré par n — 1, f, la fonction définie sur S par :

Vz € S, fald) = 2™

On rappelle qu'en posant, pour f € C(S) :

1/2
Bt |f|2—(ﬁf2) ,

Il = maxlf@), = [ 17

on définit trois normes sur C(9).

I. Généralités

1. Soit z € E.

a) Montrer que Cy (z) n’est pas vide.
b) Vérifier que Cy (z) est convexe.

2. On dit que la norme || || est stricte si et seulement si les seuls couples

(z,y) € E* tels que ||z + y|| = ||z|| + |ly|| sont ceux tels que z et y soient
positivement colinéaires.

a) S8i || || est une norme stricte, montrer que, pour tout z de B, Cy(z) est
un singleton.

b) Montrer que si la norme || || est euclidienne (i.e. provient d’un produit
scalaire), elle est stricte. Que peut-on dire de Cy (z) dans ce cas?

3. Ici E = C(S). Pour p dans {1,2,0c}, la norme | ||, est-elle stricte ?



ITI. Cas de ’approximation en moyenne sur C(S)

Dans cette partie, 2 = C(S), || || est la norme || ||; définie en I.5.

A. Unicité de la meilleure approximation
On fixe un élément f de B\ V,.

14. Soit p € Cy, (f). On se propose de montrer que f — p s’annule au moins
n fois sur S.

On suppose par 'absurde que f — p s’annule au plus n — 1 fois.

On note o la fonction définie sur R par :

I s 220
ol —1 & vl
U Bi=12=0
a) On fixe h dans V,,. Soit :
F;b R — R :
e ra |

Montrer que I}, est dérivable en 0 de dérivée :

b
RO == [ olf-p)h

b) Montrer qu’il existe h dans V,, tel que :

fabff(.f—p)h>0-

c¢) Conclure.
15. Soient p; et ps dans Cy, (f).

a) Montrer 1'égalité de fonctions :

(f=p1|+ [f—pa).

b =

2

lf = 1(1’!31 + p2)

P1 -

b) En appliquant la question 14 & p= 22 montrer que Cy(f) est un

singleton.
B. Un exemple

Soit n dans N*. On se propose de déterminer Cy;, (f,,) et d(fn, Va)-
On fixe f dans C(5).

16. Soit p dans V,, tel que l'ensemble des zéros de f — p soit fini et que :

Vg € Vi, /U(f—p)q:&
S

(1]



Montrer que Cvy, (f) = {p}.
17. Soit m un entier tel que |m| < n.

a) Soit g une fonction continue par morceaux de R dans C telle que :
vt e R, g(t + ) = —g(t).

Montrer que

fﬂ g((n+ 1)t)e"™ dt = 0.

A

En déduire :

/ﬂ o((sin((n + 1)t)) €™ dt = 0.

-7

18. Soient p dans V,, I'interpolateur de Lagrange de f aux points =1 n1, .-, Trimgl
définis dans la question 11.

a) On suppose que f — p change de signe en T1mgl .-, Tpnt1- Montrer que
Cv, (f) = {p}-

b) Montrer que T}, ; s’annule en changeant de signe en j ny1,...,Zn el

En déduire Cy,, (f,) et d(fn, V,).



Soit p dans N. Préciser le terme de plus haut degré de T, et montrer :

YVl e R, Tp(cos ) = cos(pd).

11. a) Soit P un polynéme unitaire & coefficients réels de degré n. Montrer ;

1
on—1"

12l =

Indication. Raisonner par 1'absurde en supposant |P] < 1/2771 et en considé-
rant le polynéme

et les points

T, = COS (M) pour 0 < k < n.

T

b) Déterminer Cv, (f,) et d(fn, Vy,).

C. Nécessité de la condition de Haar
On revient & la situation générale et on suppose que V ne vérifie pas la
condition de Haar.

On dispose donc de g dans V' \ {0} tel que g '({0}) contienne au moins n
points distincts ; quitte & multiplier ¢ par un réel \ > 0, on peut de plus supposer
que [|g|| < 1. On considére zy, ..., z, n points distincts de ¢~1({0}). Enfin, on

choisit une base e = (e1,...,e,) de V.
12. a) Montrer que la matrice :
(ei(ffj))lgi,jgn

n’est pas inversible.

b) Déduire de a) I'existence de (AL;- -enAp) dams RPY {(0,...,0)} tel que :
e ¥, SN A a0l
J=1

13. On fixe f dans F telle que ||f|| =1 et :

; kBl
Vie{l,...,n}, flz; :{ fo
Wl gog={ L B 220
Soit g = (1 — |g|) f.
a) Sip € V, montrer : 35 € {1,...,n}, |g — pl(z;) = 1.
b) 5i A € [0,1], montrer : ||g — Ag| = 1.

c) Que peut-on en conclure ?



A. Condition de Haar et unicité de la meilleure approximation
Dans ce A, on suppose que V vérifie la condition de Haar.
7. Soient x1,...,x, n points deux a deux distincts de S, et :

el R
f b= (f(a:l)f{mn))

Montrer que ¥ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Dans la suite de II. A, soient f dans E\ V, p dans Cyv(f), M = || f — p|/s-

8. On se propose de montrer que |f — p| prend la valeur M en au moins n+1
points de S. On raisonne par ’absurde en supposant que I’ensemble

{2 €8, |f-pllz) = M}
est fini de cardinal & < n, et on note x1, ...,z les points de cet ensemble.

a) Justifier Pexistence de g € V tel que :

Dans b) et c), g est ainsi choisi, on pose A = ||g — fl|~ ¢t on fixe £ > 0.

b) Justifier l'existence d’un voisinage ouvert V. de {z1,..., 2} dans S tel
que :
; VeeV,, If-d@<e.

¢) Sit e [0,1], soit pr = (1 —t)p + tg. Montrer :
Yoc 1, lf —pel(z) < (1—t)M +te,
et
Yee S \W, o [Fenle) 2 A0 —i) 5 ( sup fp(y)) -
yeES\ V.
d) Conclure.
9. Montrer que Cy (f) est un singleton.
Indication. On pourra prendre py et ps dans Cy(f), et appliquer le résultat
de la question 8 & :

p:P1+p2
———

B. Un exemple

Soit n dans N*. On se propose de déterminer Cy; (f,.) et d(fn, V).
10. On définit une suite (7p)pen d’éléments de R[X] par :

Tl Te=af < HReRT. S s



4. Dans cette question, on suppose que la norme | || n'est pas stricte. Il existe
donc deux vecteurs u et v de F non positivement colinéaires tels que :
e+ ol = [lull + llv]l-
a) Vérifier que (u,v) est libre.
b) Montrer, si (A, p) € R+ :
[ A + pol| = Al + plvl.

¢) Solent :
P t ' v

e e
[lull ]|
Montrer, si A € R :
A —v") + (u' + ") > 2.

d) Montrer que 'on peut trouver une droite D de F et un vecteur = de F/
tels que Cp(z) ne soit pas un singleton.

5. On suppose ici que, pour tout z de E, Cy () est réduit & un point noté
w(z). Montrer que l'application ¢ ainsi définie est continue.

Indication. On pourra montrer que, si (Zn)n>o est une suite d’éléments de
E convergeant vers z, alors ¢(x) est la seule valeur d’adhérence de (¢(xn)), >0

6. Ici E = C(5). On identifie un élément de R[X] et la fonction qu’il induit
sur S. Pour n dans N, soient P, = (X2 — 1)" et L, = P\"” (dérivée n-itme).

a) Si k, m et n sont dans N et tels que n > m, n > k, montrer :

anLm = (71)1-, / Pygn—k,)PTI;Lm+k)
s S

En déduire que, si n > m, alors : jq Lolae =10,

b) Pour n dans N, calculer le coefficient dominant de L,, et Uintégrale :

jB
S T

Indication. On admettra la relation :

TT/2 5 4?’1 (?’:‘])2
y 2n+1 o &
[0 (cost) dt TS

¢) En déduire Cy;, (fr) et d(fn, Vi) pour la norme || ||2.

II. Cas de l’approximation uniforme sur C(S)

Dans toute cette partie, £ est Pespace C(S), || || est la norme || || définie
en 1.5, V est de dimension n > 1.

On dit que V vérifie la condition de Haar si et seulement si, pour tout p de
V \ {0}, p~1({0}) est un ensemble fini de cardinal majoré par n — 1 (oul n est
toujours la dimension de V).



