PREPARATION A LA PREMIERE ANNEE D’ECG

Lycée Henri-IV

Voici un document dont I'ambition est d’accompagner I’éleve de terminale S a opérer la
transition entre la classe de terminale S et la premiére année de classes préparatoires en
filiere ECG. Pour cela, on y reprend, en les approfondissant, des notions vues en premieére
et en terminale S, avec l'idée de se projeter dans l'esprit des mathématiques qui seront
vues en premiere année d’ECG. Ce document contient des éléments de cours agrémentés
de nombreux exercices.

Il s'organise en cinq parties, :

— Modes de raisonnement : cette partie reprend les principaux modes de raison-
nement pratiqués en mathématiques (raisonnement par 'absurde, par récurrence,
par analyse-synthese).

— Eléments de logique et introduction a la théorie des ensembles : on y déve-
loppe les éléments du langage logique mathématiques (quantificateurs V,3) et
quelques éléments de théorie des ensembles (notation ensembliste, appartenance,
définition d’exemples en compréhension, etc.). Cette partie se termine par une
revue des principaux objets mathématiques manipulés dans la filiere ECG.

— CQalculs algébriques : cette partie définit les symboles somme ) et produit [],
ainsi que la notion de factorielle et de coefficient binomial. Nous y développons
également certains résultats classiques liés a ces symboles (somme d’entiers
consécutifs, somme des termes d’une suite géométrique, formule du binome de
Newton, etc.).

— Analyse de la variable réelle : nous reprenons ici certains éléments déja vus
en premiére et terminale S (continuité, limite, dérivabilité, intégrale sur un
segment d’'une fonction continue). Nous donnons également une introduction aux
techniques d’intégration par parties et de changement de variable.

— Eléments de dénombrement : cette partie propose une introduction aux tech-
niques de dénombrement. Elle est assortie de nombreux exemples et mises en
situations.

En annexe, nous proposons des éléments de réponse et des indications pour aider a la
résolution des exercices.
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I Modes de raisonnement

A Introduction a la démonstration mathématique

Les mathématiques sont, surtout et avant tout, un langage dont la matrice principale
est la langue d’usage, c’est-a-dire, pour nous, la langue francaise. Autrement dit, une
démonstration mathématique est un texte, dont les articulations sont des mots de liaison
judicieusement choisis.

Par exemple, les deux énoncés suivants :

Si x est un réel supérieur ou égal a 1, alors In(x) est positif ou nul
et

Le réel x est supérieur ou égal a 1 parce que In(x) est positif ou nul

ne signifient pas du tout la méme chose, méme s’ils sont vrais tous les deux. Dans le
premier énoncé, x > 1 est la cause, alors que In(z) > 0 est la conséquence. Dans le second
énoncé, c’est I'inverse.

Les deux suivants :

Si x est un réel supérieur ou égal a 2, alors In(x) est positif ou nul
et

Le réel x est supérieur ou égal a 2 parce que In(x) est positif ou nul

non plus, d’autant plus que le second énoncé est faux. En effet, le fait que In(z) soit positif
ou nul implique seulement que x est un réel supérieur ou égal a 1, et non nécessairement
que z est un réel supérieur ou égal a deux.

Le manque de rigueur dans les rapports de cause a conséquence est un écueil a éviter
autant que possible en mathématiques - et dans bien d’autres domaines, comme il est
malheureusement permis de le constater au quotidien.

Par ailleurs, les mathématiques ajoutent a la langue dite « courante » un langage logique
spécifique, impliquant des symboles (V, 3, =, <, etc.) et une syntaxe qui lui sont propres.

Comme indiqué deés le début de cette introduction, un raisonnement mathématique
n’est pas simplement un enchainement de calculs, c’est un texte articulé dans un
langage constituant une « version augmentée » de la langue courante. Ainsi, il est illusoire
de penser qu'on peut répondre a une question par un simple enchainement de calculs,
non contextualisé.



Exemple - Résolution d’une équation du second degré a coefficients réels.
Question : résoudre I'équation 2> — 3z + 2 = 0 d’inconnue x € R.

Réponse incorrecte : A = b> —4ac =9 —8 =1donczy = 2 =20uzy = 351 = 1.
Dot § = {1,2}.

Commentaires a la réponse incorrecte : on ne comprend rien. Votre lecteur n’est pas
censé deviner, de lui-méme, ce que sont A, a,b,x1,22 et S. Il faut lui expliquer
ce que vous étes en train de faire, clarifier vos notations, présenter les variables
introduites.

En quelque sorte, votre lecteur doit pouvoir, sans efforts particuliers, deviner la
question qui a été posée a la seule lecture de la réponse proposée.

Proposition de réponse correcte : on calcule le discriminant de cette équation :
A =9 — 8 = 1. L’équation admet donc deux solutions réelles qui sont 21 = % =2
et xry = % =1.

L’ensemble des solutions de I'équation est donc S = {1, 2}.

Commentaires a la réponse correcte : tout est plus clair : A désigne le discriminant
de I'équation, x; et xo en désignent les solutions et S, 'ensemble des solutions. Le
raisonnement est plus fluide, on suit beaucoup plus facilement ce qui se passe. Les
calculs ne sont qu’'un moyen, qui est subordonné a un raisonnement proprement
articulé.

Il ne s’agit pas de se perdre en d’interminables circonvolutions ni d’en écrire des
pages (surtout pour une équation du second degré) : il s’agit d’aller a ’essentiel tout
en garantissant la présence des rouages qui font I'articulation du raisonnement.

Le principe d’'une démonstration mathématique est de partir d’hypotheses et de parvenir a
une conclusion en progressant par implications vraies. Ce principe, formalisé par Hilbert
sous le nom de modus ponens, gouverne I'ensemble des démonstrations mathématiques
dites « directes ». Par exemple, considérons deux réels a et b non nuls et 'application
f R — R définie pour tout = € R par f(z) = acos(x) + b. Je souhaite démontrer 'énoncé
suivant :

b
si — € [—1;1], alors il existe = € R tel que f(x) = 0.
a

b
Pour cela, je pars de I'hypothese que a et b sont tels que o € [—1;1] : supposons que

b
— € [—1;1]. Alors pour tout z € R, on peut écrire :
a

fl@)=a- <cos(x) + b)

a

La division par a m’est autorisée du fait que a # 0. Comme — est un réel compris entre
a
—1 et 1, alors d’apres les propriétés de la fonction cos, je peux trouver un réel 4 tel que
b
cos(f) = —.
®) =

Ainsi, en posant x = + 7, par exemple, jobtiens : cos(z) = — cos(f) = _Q’ d’ou f(z) = 0.
a

4



. , . . . , b
La démonstration de '’énoncé est alors achevée, puisque I'hypothese — € [—1; 1] a rendu
a
possible le fait de trouver = € R tel que f(z) = 0.

Exercice - Amélioration de I’énoncé. Montrer qu’on peut trouver x € R tel que

. . b
f(z) = 0 si et seulement si S € [—1;1].

Le raisonnement développé ci-dessus est un raisonnement direct : on part d’hypothéses
et on arrive a la conclusion recherchée en progressant d’implication en implication, par
déductions successives. Il existe d’autres types de raisonnements, que la suite de cette
partie propose d’explorer.

B Le raisonnement par ’absurde

Le raisonnement par I'absurde consiste a démontrer un énoncé en établissant que son
contraire est faux. Pour cela, on suppose son contraire réalisé et on montre que cette
hypotheése implique une absurdité.

La principale difficulté de ce raisonnement tient dans la bonne formulation du contraire
de la proposition a démontrer.

Exemple - \/2 est irrationnel. Question : montrer que v/2 ¢ Q.

Remarque sur Uénoncé : cela revient a montrer qu'’il est impossible de trouver p € N
et ¢ € N* tels que v/2 = g. Le contraire de la proposition & démontrer, « /2 ¢ Q »

est donc « V2 € Q », qui peut se reformuler par « 3p € N, 3¢ € N*,v/2 = £ ».

Réponse : on procede par I'absurde en supposant qu’on peut trouver p € N et ¢ € N*
tels que /2 = %. Quitte a diviser p et g par leur PGCD, on peut supposer p et ¢
premiers entre eux.

On a alors p? = 2¢%. Donc p? est pait, ce qui impose que p soit pair (un raisonnement
rapide montre que le carré d'un nombre pair est pair et que le carré d’'un nombre
impair est impair, cf. exercice infra).

On écrit alors p = 2k avec k € N et ceci donne ¢ = 2k%. On en déduit que q est lui
aussi pair, ce qui contredit le fait que p et ¢ sont premiers entre eux et constitue une
absurdité.

En conclusion, v/2 ¢ Q.

Remarque sur lUexercice : tout nombre rationnel admet une écriture sous la forme 2
avec p € Z, q € Z* et p, q premiers entre eux. Si, en plus, on impose p € Z et ¢ € N*
(ce qui revient a imposer au numérateur de porter le signe de la fraction), alors cette
écriture est unique. On I'appelle la forme irréductible du rationnel considéré.




Exemple - Fonctions affines bornées. Question : montrer que les fonctions affines
qui sont bornées sur R sont les fonctions constantes.

Remarque sur Uénoncé : on rappelle qu'une fonction f : R — R est dite bornée sur R
s'il existe M € R, tel que pour tout z € R, on ait | f(z)| < M.

Ceci implique qu’une fonction bornée ne peut tendre vers +oo ou —oo pour
x — 400 ou z — —oo. C’est cette derniere propriété que nous allons utiliser ici.

Avant de répondre : 1'édnoncé peut se réexprimer ainsi : « pour toute fonction
affine bornée f : R — R, on peut trouver une constante a € R telle que
Ve € R, f(zr) = a.» Se préter a l'exercice de reformulation n’est pas chose
aisée, mais elle est absolument nécessaire dans I'exécution d’'un raisonnement par
I'absurde.

Réponse : nous allons procéder par I'absurde. Pour cela, considérons une fonction
affine f : R — R bornée. Considérons donc deux réels a, b tels que Vx € R, f(x) =
azr + b.

Supposons, par 'absurde, que f n’est pas constante, c’est-a-dire que a # 0. Alors on
constate que f(x) tend vers +oo pour x — 400 (sia > 0) ou que f(x) tend vers +o0o
pour x — —oo (si a < 0). Dans tous les cas, f ne peut étre bornée, ce qui contredit
une des hypotheéses faites sur f et constitue une absurdité.

En conclusion, f est nécessairement constante.

Il n’est pas nécessaire d’user d’un raisonnement par I'absurde en toute situation. On lui
préférera, autant que possible, un raisonnement dit « direct », consistant a partir des
hypothéses et a progresser par implications logiques pour parvenir a la conclusion.

Exemple - Inutile de raisonner par ’absurde!. Question : montrer que 22 +1 > 0
pour tout x € R.

Réponse : soitz € R.Onaxz?> > 0et1 > 0doncz?+ 1> 0.
Remarque sur la réponse : inutile de raisonner par ’absurde en supposant qu’on peut

trouver = € R tel que 22 + 1 < 0 pour aboutir a 2 < —1 < 0, ce qui constitue une
absurdité. Ce raisonnement, correct par ailleurs, péche par maladresse.

Remarque - Le raisonnement par contraposée. Parfois identifié, a tort, au rai-
sonnement par I'absurde, le raisonnement par contraposée consiste, pour démon-
trer qu'une proposition A implique une proposition B, a montrer que le contraire
de la proposition B implique le contraire de la proposition A.

En langage logique du premier ordre, ceci est la traduction du fait que si A et B
sont des propositions mathématiques, alors (A = B) = (=B = —A).

C Le raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence s’utilise pour démontrer une proposition mathématique
dont le résultat ("vrai" ou "faux") dépend d’un entier naturel n. Par exemple I'énoncé sui-



vant, défini pour tout n € N :
P(n) = (n?+1<5)

est vrai pour n = 0, 1, 2 et faux pour n > 3. Autrement dit : P(0) = P(1) = P(2) = Vrai et
Vn > 3, P(n) = Faux.

Considérons une proposition mathématique dépendant d’un entier naturel n € N et notons
cette proposition P(n). Le raisonnement par récurrence consiste a considérer que P(n)
est vraie pour tout n € N si et seulement si les deux éléments suivants sont réalisés :

— Initialisation : P(0) est vraie

— Hérédité : pour tout n € N tel que P(n) est vraie, P(n + 1) est vraie.

Dans la pratique, la rédaction d’un raisonnement par récurrence implique trois phases :

1. Formalisation de la proposition : « On définit, pour tout n € N, P(n) = ... » 1.
Cette phase est parfois délicate, mais elle est un préalable indispensable a la suite
du raisonnement. Une proposition P(n) mal formalisée conduit irrémédiablement

a un raisonnement faux ou hors sujet.

2. Initialisation : on vérifie que P(0) est vraie. Cette phase présente souvent peu de
difficultés, mais est absolument nécessaire pour conclure dans le cadre de ce rai-
sonnement (cf. remarque plus bas).

3. Hérédité : « Soit n € N tel que P(n) est vraie et démontrons P(n + 1) ». Il s’agit la
d’étre affirmatif : écrire « supposons que P(n) est vraie pour un certain n » est trop
timoré. Apres la phase d’initialisation, on sait qu’il existe bien au moins un n (en
I'occurrence, n = 0) tel que P(n) est vraie. D’otu la formulation « Soit n € N tel que
ete. ».

Le raisonnement exposé ci-dessus posséde des variantes, elles aussi regroupées sous le
nom de « raisonnement par récurrence » :

— dans le cas ou la proposition ne commence pas a n = 0, mais a n = 1 ou autre :
dans ce cas, P(n) nest définie qu'a partir d’'un entier no € N* fixé et la phase
d’initialisation consiste en la démonstration de P(ng) (au lieu de P(0)).

— le raisonnement par récurrence dite « forte » : dans ce cas, la phase d’hérédité
consiste non plus a se donner n tel que P(n) est vraie, mais n € N tel que pour tout
k compris entre 0 et n, P(k) est vraie.

1. Ane pas confondre avec : «on définit P(n) ="Vn € N,..."» qui est une erreur logique grave : une pro-
position mathématique commencant par «Vn € N, ... », par définition du quantificateur V, est indépendante
de n.



Exemple - Calcul d’'une somme classique. Question : montrer que pour tout

- 1
neN,onaZk:m.

2
k=0

Réponse : on procede par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) la proposition
n n(n+1
«3 k= g ».
kZO . . -2 . 7
— Initialisation (n = 0) : la somme est composée du seul terme 0 et le membre

de droite vaut 0. Donc P(0) est vraie.
— Hérédité : soit n € N telle que P(n) est vraie et démontrons P(n + 1).

n+41 n
Ona: Y k=(n+1)+ > k.
k=0 k=0
Par hypotheése de récurrence, on a donc :

n+1

1
Zk:(n+1)+n(n;)
k=0

ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Ceci achéve la récurrence et démontre la proposition pour tout n € N.




Exercice - Quelques récurrences. Démontrer les résultats suivants par récurrence.
On veillera a bien formaliser la proposition & démontrer et on utilisera un raisonne-
ment par récurrence classique ou forte, selon la situation.

1. Somme des carrés d’entiers consécutifs : pour tout n € N, on a

1) (2n+1)
Zk2 :

2. Somme des cubes d’entiers consécutifs : pour tout n € N, on a

3. Tout nombre entier naturel admet un diviseur premier (N.B. : ce résultat dé-
montre I'existence d'une décomposition en facteurs premiers pour tout entier
naturel).

4. Somme des termes d’une progression géométrique : pour tout ¢ € R\ {1}

et pour toutn € N, on a
Zn:qk _loa
I—gq

Que se passe-t-il dans le casoti g = 1?
5. Inégalité de Bernoulli. Montrer que Va € R* ,Vn € N, (1 + a)” > 1 + na.

N.B. : les deux premiers résultats et le quatrieme sont des formules qui seront a
connaitre au cours de la premiere année d’ECG. Il faut bien noter que ¢ doit étre
différent de 1 dans le résultat du (iv).

Remarque - Initialisation fausse, hérédité vraie. La phase d’initialisation peut
sembler si immédiate qu’on est tenté de s’en passer. C’est un oubli qui peut dé-
boucher sur des erreurs importantes, comme le montre 'exemple suivant.
Considérons la proposition définie pour tout n € N par

Zk— n*+n+1)

Le lecteur pourra vérifier que si P(n) est vraie pour un certain n € N, alors
P(n + 1) est aussi vraie. Pourtant, P(0) est fausse.

Méme si la phase d’hérédité contient I'essentiel du travail « technique » (calculs,
raisonnement, etc.), elle ne permet pas a elle seule de conclure.

D Le raisonnement par analyse-synthese

Le raisonnement par analyse-synthése s’utilise principalement dans le cas ou il est de-
mandé de rechercher une condition nécessaire et suffisante pour que telle propriété (dé-
pendant de parameétres) soit vérifiée ou dans le cas ot il est demandé de déterminer I'en-
semble des éléments vérifiant une propriété, sans qu’il ne soit donné la moindre idée de la
réponse. Ainsi, il y a une différence entre les deux questions suivantes :



b
Déterminer 'ensemble des couples (a,b) € R? tels que Vab < %

et

a+b

Montrer que pour tout couple (a,b) € R?, on a vab < si et seulement si a # b.

Dans le deuxiéme cas, on connait la réponse (« Montrer que ... ») alors que dans le
premier, on I'ignore.
Le raisonnement par analyse-synthese concerne le premier type de formulation.

Ce raisonnement s’articule en deux phases :

1. Phase d’analyse : on suppose la propriété caractéristique réalisée et on essaie de
trouver ce que cela implique sur les parametres sous-jacents. Par exemple, dans le
cas ci-dessus, on considere un couple (a,b) tel que I'inégalité stricte soit réalisée.
On a alors

LD Vab = S(Va— Vb

et, cette quantité étant supposée strictement positive, cela implique que a # b.

La difficulté, dans cette phase, est de savoir quand s’arréter : a quel moment décide-
t-on qu’on en a suffisamment appris sur les parametres en jeu? C’est une question
difficile a trancher et pour laquelle la phase de synthése apporte des éléments de
réponse.

2. Phase de synthese : on suppose réalisées les conditions trouvées a l'issue de la
phase d’analyse et on essaie de montrer que la propriété recherchée est vraie.
Par exemple, ici, on suppose que a # b. Alors, le méme calcul que ci-dessus montre :

I Vab= (Va0
car a # b. La synthese est donc réalisée.

Si la phase d’analyse n’a pas été poussée assez loin, la propriété trouvée sur les
parametres ne permettra pas de finaliser la synthese (par exemple, ici, rien ne
dit, a priori, que la condition a # b suffit pour « remonter »). Il faut, dans ce cas,
reprendre la phase d’analyse et trouver d’autres conditions.

Un point de vocabulaire : la phase d’analyse permet de trouver des conditions né-
cessaires pour que la proposition soit réalisée. La phase de synthése examine si ces
conditions sont suffisantes pour cela.

Exercice - Quelques raisonnements par analyse synthése. Résoudre les questions
suivantes, en utilisant un raisonnement par analyse-synthese.

1. Déterminer 'ensemble des fonctions polynomiales réelles de degré 2 s’annu-
lant en z = 1.

2. Déterminer I'ensemble des entiers naturels n tels que n? + 3n + 2 est divisible
par 3.

3. A quelle condition nécessaire et suffisante sur b € R le polynéme 2X2 — b
admet-il deux racines rationnelles ?

10



II Eléments de logique et introduction a la théorie des en-
sembles

A Propositions et quantificateurs V, J

e Propositions mathématiques.

Une démonstration mathématique est un enchainement de propositions mathématiques,
c’est-a-dire d’énoncés dont la valeur logique est « vrai » ou « faux ». Par exemple, les énon-
cés suivants :

— «l’entier 2 est supérieur ou égal a 3 »,

— «la fonction x — 22 — 1 est impaire »,

— «pour tout réel x strictement positif, on a In(z) <z — 1 »,

— «il existe trois points A, B,C du plan tels que le triangle ABC soit rectangle en

A >>,

sont des propositions mathématiques. Chacune d’entre elles a une valeur logique déter-
minée.

Les énoncés suivants, en revanche, n’en sont pas :
— « 2 est un nombre plus joli que 7 »,
— «un mathématicien préfére toujours additionner des nombres entiers plutét que
des nombres imaginaires purs »,
— «la trigonométrie est plus intéressante que 'algébre linéaire »,
car il est impossible d’évaluer leur véracité dans le champ des mathématiques.

Les énoncés suivants :

— «x est un réel positif »,

— «le triangle ABC est rectangle »,

— «la variable aléatoire X a pour espérance 5 »,
ont une valeur qui dépend, a chaque fois, d'un parameétre mathématique fixé a 'extérieur
de la proposition. Par exemple, la premiere dépend du parametre x, la seconde dépend de
trois parametres (les points A, B et C) et la troisiéme dépend d’un parametre, la variable
aléatoire X. Il est impossible de donner une valeur logique a ces propositions, dites propo-
sitions a paramétre, tant que le ou les parametres qu’elles contiennent n’ont pas été précisé.

e Quantificateurs.
Le langage mathématique utilise deux quantificateurs :

— le quantificateur universel (quel que soit, noté V),
— le quantificateur d’existence (il existe, noté J).

11



Géﬁnition 1. (Quantificateurs 3 et V). \
Etant donné une proposition mathématique P(z) dépendant d’'un parametre x et un
ensemble E dans lequel le parametre = évolue (cf. section suivante), on crée deux
propositions mathématiques :

¢ Quantificateur « quel que soit» : «Vz € F, P(z) », qui est vraie si et seule-
ment si P(z) est vraie pour tout z € E.
¢ Quantificateur «il existe » : «3x € E, P(z) », qui est vraie si et seulement si
P(x) est vraie pour au moins un x € E.
On trouve aussi la suivante :
e Quantificateur « il existe un unique » : « 3lz € E, P(x) », qui est vraie si et
k seulement si P(x) est vraie pour un et un seul = € E. /

Ainsi :

— pour contredire une proposition du type «Vz € E, P(x) », il suffit de trouver au
moins un z € E tel que P(x) soit fausse : on appelle cela un contre-exemple. Par
exemple, pour contredire la proposition « ¥z € N,z2 4+ 1 € N », il s’agit de trouver
au moins une valeur de z € N telle que 22 + 1 ¢ N (ce qui est impossible).

— contredire une proposition du type « 3x € E, P(x) » consiste a montrer que pour
tout z € E, P(z) est fausse.

Finalement, on a donc les mécanismes suivants :
— lanégation de «Vx € E, P(z) » est « 3z € E, ~P(x) »,
— lanégation de «3x € F, P(z) » est «Vax € E, - P(x) ».

Exercice - Propositions a quantificateurs. Ecrire a 'aide de quantificateurs les
propositions ci-dessous. Déterminer, démonstration a I'appui, si chaque proposition
est vraie ou fausse.

1. tout réel supérieur ou égal a 1 est de logarithme népérien strictement positif.

2. si un réel est de carré supérieur ou égal a 4, alors il est lui-méme supérieur
ou égal a 2.

3. si un réel est de carré supérieur ou égal a 4, alors il est lui-méme de valeur
absolue strictement supérieure a 2.

4. un entier naturel est toujours un carré parfait (c’est-a-dire le carré d’'un autre
entier naturel).

5. la fonction exponentielle est strictement croissante sur R

B Notion d’ensemble, d’appartenance

L’essentiel des mathématiques de classes préparatoires a pour cadre la théorie des
ensembles, sous I'axiomatique de Zermelo et Fraenkel. Sans entrer dans les détails de
cette axiomatique, nous nous contenterons de communiquer I'intuition de ce qu’est un
ensemble ainsi que le concept d’appartenance par la « définition » suivante :
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Définition 2. (Ensemble, appartenance).

Un ensemble est une collection d’objets. Etant donné un ensemble F, on dit que
I'objet x appartient a E ou encore que x est un élément de E, chose notée z € E, si z
est présent parmi la collection d’objets qui constitue F.

La description d'un ensemble s’effectue de deux maniéres différentes :
— en extension : I'ensemble est alors décrit comme la liste exhaustive de ses élé-
ments, entre accolades et séparés par des virgules, par exemple :

— E =1{1,2,3,4,5} est 'ensemble constitué des éléments qui sont les entiers na-
turelsde1a5;

— F =1{1,{2},{3,4,5}} estI'ensemble constitué de I'entier 1, de 'ensemble consti-
tué du seul nombre 2 et de 'ensemble constitué des nombres 3,4, 5. Sa compo-
sition est donc hétérogene, puisque F' contient un nombre et deux ensembles
de nombres.

— en compréhension : 'ensemble est alors décrit comme la liste des éléments appar-
tenant a un autre ensemble vérifiant une propriété donnée, par exemple :

— E ={z € R:2? — 2x + 2 > 0} désigne I'ensemble des nombres réels = pour
lesquels 2 —2x +2 est positif ou nul. La détermination de cet ensemble équivaut
donc a la résolution de l'inéquation 22 — 2z + 2 > 0.

— E={neN:3(kl) e (N*)? (k>2etl>2et kl =n)} désigne 'ensemble des
entiers naturels qui peuvent s’écrire comme produit de deux entiers naturels
égaux au moins a 2, c’est-a-dire ’ensemble des entiers naturels qui ne sont pas
premiers.

La facon dont I'appartenance est « définie » permet, dans la description d’'un ensemble, de
ne pas indiquer de répétitions. Par exemple, les ensembles {1,2,2,3,4} et {1,2,3,4} sont
parfaitement identiques. En réalité, on dit que deux ensembles sont identiques s’ils ont les
mémes éléments :

Définition 3. (Principe de double inclusion).
Les ensembles F et F sont dits identiques, ou égaux (noté £ = F),siVx € B,z € F
etVx e F,x € F.

Ainsi, une égalité ensembliste doit se démontrer en établissant deux inclusions.

Exercice - Syntaxe ensembliste. Ecrire mathématiquement, c’est-a-dire en utilisant
une forme entre accolades, les ensembles décrits ci-dessous.

1. 'ensemble des diviseurs entiers (positifs) de 24 (deux écritures possibles : en
compréhension et en extension),

2. l'ensemble des nombres réels dont le carré est supérieur ou égal au cosinus,

3. I'ensemble des couples de réels représentant des coordonnées de points stric-
tement inclus dans le cercle de centre (0,0) et de rayon 1,

4. (**) I'ensemble des applications affines définies sur R.

5. (**) 'ensemble des suites réelles arithmétiques.
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C Usage de la théorie des ensembles en mathématiques en CPGE

La plupart des problemes posés en mathématiques en classes préparatoires peuvent se
ramener a des problémes ensemblistes, comme le montrent les exemples suivants :

1. Résolution d’une équation, d’une inéquation ou d’un systeme d’équations :
résoudre I'équation 2® — 322 + 2 = 0 d’inconnue z € R signifie déterminer I'en-
semble des 2 € R qui vérifient cette égalité. Ici, 'ensemble recherché, également
appelé ensemble des solutions de cette équation, est ’ensemble {1,1 — /3,14 /3}.
De méme, résoudre I'inéquation |22 — 1| < z — 1 d’inconnue = € R revient a

déterminer 'ensemble des x € R vérifiant cette inégalité. Ici, 'ensemble recherché
est le singleton {1} (aucun autre réel ne convient).

2. Démonstration d’une implication : par exemple, la question qui consiste a
démontrer que toute fonction polynomiale réelle bornée est constante peut se
reformuler de la maniére suivante : montrer que 'ensemble des fonctions poly-
nomiales réelles bornées est inclus dans 'ensemble des fonctions réelles constantes.

3. Démonstration d’une équivalence : reprenant 'exemple précédent, en réalité,
une fonction polynomiale est bornée sur R si et seulement si c’est une fonction
constante. Pour le démontrer, on a besoin de I'implication précédente, mais aussi
de sa réciproque qui consiste a montrer que I'ensemble des fonctions constantes
est inclus dans 'ensemble des fonctions polynomiales bornées sur R. Cette double
inclusion ensembliste permet alors d’affirmer I’équivalence entre les deux assertions.

D Les principaux objets mathématiques étudiés en ECG

Voici un liste (non exhaustive) des objets et ensembles étudiés en mathématiques dans la
filiere ECG :

— les ensembles usuels de nombres : on compte, par ordre croissant d’inclusion,
N (ensemble des entiers naturels), Z (ensemble des entiers relatifs), Q (ensemble
des nombres rationnels), R (ensemble des nombres réels).

A ces ensembles classiques, il faut ajouter les intervalles réels. Pour a,b € R, on
note quatre types d’intervalle de longueur finie, les segments de type [a;b], les
intervalles semi-ouverts de type [a;b[ ou |a;b] et les intervalles ouverts de type
la; b[.

A ceux-ci nous devons ajouter les intervalles de longueur infinie, du type |—oo; al,
|—o0;al, [a;+oo] et Ja;+oo[. R est aussi un intervalle, quon pourrait noter
|—00; 400].

— les ensembles d’entiers relatifs consécutifs : on adopte également la notation
[k;1], ou k,l € Z avec k < [, pour désigner 'ensemble des entiers relatifs compris
(au sens large) entre k et [. Par exemple, 'ensemble [—3; 4] est 'ensemble constitué
des entiers —3,—2,—1,0,1,2,3,4 et pour n € N*, I'ensemble [1;n] est constitué
des entiers numérotés de 1 a n (il contient donc n éléments).

— les applications : une application f reliant deux ensembles E et F, notée

f:EF—F
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est un objet mathématique qui a tout élément = € F associe un élément de F' noté
f(a).

L’ensemble des applications de E dans F est noté F¥. On utilisera souvent, de
maniere abusive, le terme de fonction pour désigner une application.

Parmi les applications, on retrouve les fonctions de la variable réelle, dont I'étude
est déja abordée dans le secondaire, comme par exemple I'objet suivant

f: ]0;400[ — R
x — In(z)+z-1

les polynomes a coefficients rationnels ou réels : un polynéme a coefficients
dans K (avec K = QQ ou R) est une expression algébrique de la forme

ap+ a1 X + -+ a, X"

avecn € N et ag,...,a, € K. L’'objet algébrique « X » est appelée indéterminée et
se manipule, dans les calculs, comme une inconnue.

Les polynémes s’additionnent et se multiplient comme des expressions algébriques
classiques. Les polyndmes s’évaluent en des éléments de K; ainsi, pour un poly-
néme P et un nombre o € K, P(«) est un élément de K dont la valeur est égale a
ce qui est obtenu en remplacant X par o dans I'expression algébrique de P.

Les polynémes se dérivent également, de la méme maniére que la fonction de
la variable réelle qu’ils représentent. Ainsi, le polynome dérivé du polynome
P = X3~ X + 1 est le polynéme P’ = 3X2 — 1.

L’ensemble des polynémes a coefficients réels est noté R[X].

les matrices a coefficients réels : une matrice a coefficients dans R correspond a
la donnée d’un couple (n,p) € N*2 (sa taille) et de n - p éléments de R (ses coeffi-
cients), organisés sous forme de « tableau » a n lignes et p colonnes, par exemple :
4

A= 7

~ =~ =

2 3
5 6
8 9

—
(=)

est une matrice de taille 3 x 4 (3 lignes et 4 colonnes) a coefficients réels. Son
coefficient en position (3,4) est noté A[3, 4] et vaut 10.

Les matrices s’additionnent. Elles se multiplient également, selon un mécanisme
plus complexe qui a été abordé en enseignement de « mathématiques expertes » et
qui sera repris et approfondi au cours de la premiere année.

Pour n,p € N*, 'ensemble des matrices de taille (n,p) et a coefficients dans K est
noté M, ,(K). Lorsque n = p, on le note simplement A, (K) (au lieu de M, ,,(K)).

les suites numériques : une suite numérique est une famille infinie, indexée (c’est-
a-dire dont les termes sont « numérotés ») le plus souvent par N ou N*, composée
de nombres réels. Une telle famille est notée (u,),en avec Vn € N, u,, € R (pour
une suite réelle).

L’étude des suites numériques se focalise sur leur comportement asymptotique,
c’est-a-dire sur le comportement du nombre u,, lorsque n tend vers +oc (conver-
gence, recherche d’équivalent, etc.). Les caractéristiques propres d’une suite (crois-
sance, décroissance, signe, etc.) aident a mieux en saisir les propriétés asympto-
tiques.
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Parmi les suites numériques, il en est de type particulier qu’on voit déja dans le
secondaire (suites arithmétiques, suites géométriques, etc.). On ajoute, en classes
préparatoires, ’étude des suites arithmético-géométriques et des suites récurrentes
linéaires d’ordre 2. De nombreux exercices traitent également de I'étude des suites
définies par récurrence (c’est-a-dire de la forme u,,+1 = f(u,)) et des suites impli-
cites (C’est-a-dire dont le terme général u,, est défini comme solution d’une équation
qu’il est impossible de résoudre explicitement).

L’ensemble des suites réelles est noté RY. Plus généralement, I'ensemble des suites
a valeurs dans un ensemble E est noté EV.
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III Calculs algébriques : sommes et produits, coefficients bino-
miaux

Cette partie constitue une introductions aux calculs impliquant les symboles » (somme)
et [ (produit). Nous nous contenterons de les présenter sur des familles de nombres,
sachant qu'’il est possible de les extrapoler a tous les objets mathématiques qui peuvent
s’additionner ou se multiplier (matrices, fonctions, suites, etc.).

A Symbole somme ) et sommes classiques

On définit la somme d’une famille finie de nombres comme suit.

6éfinition 4. (Symbole somme). \
n
Pour tout n € N* et pour toute famille (z1,...,z,) € R", on définit 'objet >  zj par
k=1
n
— Y rp=x18in=1
k=1
n n—1
— > xp =, + Y, k Sinon.
k=1 k=1

0
On convient que > x; = 0 (« somme vide »).

k=1 /

n
Autrement dit, la quantité ) xz; peut également se représenter comme suit, de maniére
k=1

moins rigoureuse :
n
E T =x1+ T2+t Tp
k=1
En particulier, on trouve les propriétés suivantes :
— toute permutation des termes d’une somme ne change pas sa valeur
n n

— pour tout A € R et avec les mémes notations : A+ > xp = > (A - xp)
k=1 k=1

n n n
En revanche, on n’a pas, en général : <Z Sﬂk) . <Z yk> = > (zryk) : le résultat d'un
k=1

k=1 k=1
produit de deux sommes débouche plutét sur un développement plus élaboré impliquant

n x n termes. On écrira plutdt, sous forme de somme double :
n n
() (Zn) = 3 o
k=1 k=1 1<i,j<n

Cette notation de somme double sera définie et étudiée dans les premieres semaines de la
premiere année d’ECG.

n
La notation k dans l'expression ) xj représente un indice muet, dont le nom peut étre
k=1
changé a I'envi sans que le résultat de la somme ne change :

n n n
gxkzga:izng:...
k=1 i=1 j=1
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n
ce qui démontre en particulier que l'objet >  z; dépend peut-étre de n, du choix de la

k=1
famille (z1,...,x,) mais ne dépend en aucun cas de k.
Egalement, une expression de la forme
n
<> an>
n=1

n’a aucun sens : I'indice de sommation (le n de z,, celui qui se situe sous le symbole
somme) est le méme qu'un parametre extérieur a la somme (le n situé au-dessus du
symbole de notation). Il faudra bien prendre garde a ce que les indices de sommation
choisis (4, j, k, [, . . .) n’interférent pas avec d’autres notations de I'exercice ou du probleme.

La notation peut également s’étendre a des familles indexées de a a b avec a,b € Z :

b

> Tk = Ta + Tayr -+ T

k=a

b
avec la convention ) xp =0sib < a.
k=a

Certaines sommes se calculent par mécanisme de télescopage, ce que la proposition
ci-dessous montre.

Proposition 1. (Calcul de sommes par télescopage).
Soit (un)nen une suite de nombres réels et N € N. On a

N
D (upr — wg) = (w1 —uo) + (uz — wr) + -~ + (un 41 — un)
k=0

= UN+1 — U0

Exercice - Un exemple de télescopage. L’exemple ci-dessous est un grand clas-
sique dont une conséquence est la démonstration de I'existence de la somme infinie

—+o0 1
D
k=1

1
1. Calcul tout k € N*, — — ——.
alculer, pour tout k& € N*, P
- 1
2. En déduire, pour tout n € N*, un calcul de la somme Z m

k=1
. . L A
3. (*) Montrer que la quantité S, = kzl = définie pour tout n € N peut étre
majorée par un réel indépendant de n.

Le résultat de certaines sommes (somme d’entiers consécutifs, de carrés d’entiers consé-
cutifs, etc.) est connu et sera a connaitre pendant la premiere année. On en recense dans
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la proposition ci-dessous, dont chacun des résultats peut étre démontré par récurrence
sur n.

Proposition 2. (Sommes classiques).
Soit n € N.

1. Somme des n premiers entiers :

n

1
E k:1+2+'“+n:n(n2—|—)
k=1

2. Somme des n premiers carrés d’entiers :

n(n+1)(2n+1)

n

k=1 6
3. Somme des n premiers cubes d’entiers :
2
Zn:k‘?’ =148+ 4nd= ["(THD]
2

k=1
4. Somme des termes d’une progression géométrique : pour ¢ € R\{1},
n 1— qn+1

k=0 1=q

5. Formule de Bernoulli : pour a,b € R,

n—1
a” —b" = (a—0b) (a®" 4 a' " 4+ a"0) = (a— D) - Z akpr—1-k
k=0

avec la convention algébrique a” = ° = 1 (méme pour a = 0 ou b = 0).

Exercice - Démonstration des propositions. Démontrer les résultats des deux pro-
positions précédentes (par récurrence sur n).
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Exercice - Calcul de sommes. Calculer les sommes suivantes, pour n € N.

n

1. S, => (k+1)

N
&
Il
M= T

k(k + 1)

=
Il
—_

e’ pour z € R

w
2
I
Eond
e

(2k)%etI, = > (2k+1)3

k=0
5. () C, = > cos(kz) et S, = > sin(kx) pour x € R
k=0 k=0

N
v
1

s

B Symbole produit []

De la méme maniere que le symbole somme, on peut définir le symbole produit comme
suit.

Géﬁnition 5. (Symbole produit). \
n
Pour tout n € N* et pour toute famille (z1,...,z,) € R", on définit 'objet [] zx par
k=1
n
— rp=x18in=1
k=1
n n—1
— xp = xp X [] zk sinon.
k=1 k=1

0
On convient que [] zx = 1 (« produit vide »).
k=1

J

n
Autrement dit, la quantité [] xzj peut également se représenter comme suit :
k=1

n
H$k:$1X$2X'--XIL’n
k=1

En particulier, on trouve les propriétés suivantes :
— toute permutation des termes d’'un produit ne change pas sa valeur,

n p n
— pour tout p € N et avec les mémes notations : | [] :nk) = [T %,
k=1 k=1

n
— le produit [] zj est nul si et seulement si 3i € [1;n],z; = 0 (c'est-a-dire : si I'un

k=1
de ses facteurs est nul).

n
Ici, la notation k dans I'expression || xj représente un indice muet, dont le nom peut étre
k=1
changé a I'envi sans que le résultat du produit ne soit affecté :

n n n
[Le=11# =11+~ -
k=1 i=1 j=1

20



n
ce qui démontre en particulier qu’ici encore, 'objet ] z; dépend peut-étre de n, du choix
k=1
de la famille (z1,...,z,) mais ne dépend en aucun cas de k.

La notation peut, comme pour le symbole somme, s’étendre a des familles indexées de a a

baveca,beZ:
b

ka:'fa X Tg+1 X =+ X Ty
k=a
b
avec la convention [[ zy =1sib < a.
k=a
Certains produits se calculent par mécanisme de télescopage, ce que la proposition
ci-dessous expose.

Proposition 3. (Calcul de produits par télescopage).
Soit (uy,)nen une suite de nombres réels non nuls et N € N. On a

N
Ug4+1 UL U2 UN+1  UN+1
H—J“ X — X X 1 +

Uk Uug u1 un Uuo

k=0

Exercice - Calculs de produits. Calculer les produits suivants, pour n € N.

it ()

1

B
Il

—
=

n

n _1\k
2. TJ @5 5. kH <1+ ( k12) )
=1

k=1
3. [J e 6. () [ cos(2"6)
k=1 k=1

Pour le dernier calcul, # est un nombre réel, ne pouvant s’écrire sous la forme 6 =
T , .
kQ—n avec k € Z (on pourra se remémorer la formule donnant sin(2u) = ...).

C Factorielle et coefficients binomiaux

Géﬁnition 6. (Factorielle). \
Pour tout entier n € N, on définit la factorielle de n, notée n!, par récurrence par
—nl=1sin=0
= nl=nx(n—-1)sin>1.
En d’autres termes, on a :

n
n! = Hk =nxm—-1)x---x1
k=1

.
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Au contraire de la forme utilisant le symbole [] (cf. exercice ci-dessous), la derniére ex-
pression, impliquant un produit et des points de suspension, ne permet pas d’appréhender
la convention 0! = 1, contenue par ailleurs dans la définition.

Exercice - Autre définition ?. Deux questions quant a la définition de la factorielle :

n
1. Que se serait-il passé si on avait adopté la définition «n! = [] k»?
k=0

n
2. La formule n! = [] k permet-elle de retrouver 0! = 17?
k=1

Exercice - Calculs avec les factorielles. Voici quelques questions impliquant des
factorielles.
8! 12!
1. Calculer = et 5l

2. Déterminer le nombre de zéros terminant I'écriture décimale de (10!).

3. (*) Méme question pour (100!).

4. Exprimer la dérivée 5¢éme de la fonction f : x — x'? & l'aide de factorielles.

La notation factorielle prend une importance toute particuliére en combinatoire (cf. la
derniere partie de ce document). On la retrouve également dans les coefficients binomiauix,
définis ci-dessous.

Géﬁnition 7. (Coefficients binomiaux). \
Soit n, p € N. On définit le coefficient binomial (n) par
p
n Osip>n
= n! 0 < p<
—=s10<p<n
P pl(n —p)!
Le terme < ) se lit « p parmi n », pour des raisons que nous exposerons dans la

Qartie consacrée a la combinatoire. /

On adopte également la convention suivante : pour tout n € N, on a

()

Ceci nous permet alors d’affirmer, par exemple, que <n> = < " ) pour tous p,n € N
p n—p

(méme si p > n). Les propriétés des coefficients binomiaux sont énoncées ci-dessous.
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Proposition 4. (Propriétés des coefficients binomiaux).
Soit n,p € N.

1. Premiéres valeurs : [ =1; " =n; " :M.
0 1 2 2

2. Formule des compléments : <n> = < " >
p

n—p
1
3. Formule du triangle de Pascal : (n) + < " > = (n+ )
D p+1 p+1
1 1
4. Formule « du chef » : <n+ ) — n <n>
p+1 p+1\p

Exercice - Démonstrations. Démontrer ces formules.

Parmi les formules énoncées ci-dessus, celle dite du triangle de Pascal, celle dont on trouve
'origine dans les travaux de combinatoire de Blaise Pascal, est celle qui a donné naissance
au fameux triangle qui permet le calcul pratique des coefficients binomiaux :

10 0 0 0 0 O
1 1.0 0 00 O
12 1 0 00 O
13 3 1 00 O
14 6 4 1 0 O
1 5 10 10 5 1 O

La regle régissant ce tableau est expliquée par le schéma suivant :

A + B

!
C

et permet ainsi le calcul de n'importe quel coefficient binomial sans recourir aux facto-
rielles. En informatique, ceci est décisif dans le sens ol un nombre tel que 20! est trop
grand pour étre évalué par une machine. En revanche, la formule de Pascal permettra

N 40 . L
sans aucun probleme le calcul de o0 ) P2 exemple, pour un ordinateur, par itération de

la formule du triangle de Pascal.

Exercice - Calcul de coefficients binomiaux. Calculer les coefficients binomiaux
suivants en utilisant la technique la plus économe :

' (1) > (3) ()
= () () o ()
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D Formule du bindOme de Newton

La formule du binéme de Newton permet le calcul de (a + b)" pour tous nombres réels
a, b et tout entier n. Elle constitue donc une généralisation des « identités remarquables »
connues :
(a+b)? = a® + 2ab + b?
{ (a —b)? = a® — 2ab + b?

Théoréme II1.1. (Formule du bindme de Newton).
Soita,b € Retn € N.
On a alors :

(a+b)" = i (Z) aF b

k=0

avec la convention 0° = 1.

Démonstration.
Cette formule se démontre en fixant a et b et en raisonnant par récurrence sur n. Au milieu de la
phase d’hérédité intervient la formule du triangle de Pascal.
Cette démonstration sera détaillée en début de premiere année.
O

Notons que cette formule se « retourne », en inversant les roles de a et b, puisqu’on sait
que pour tous a,b € R, (a +b)" = (b + a)". Ceci se note en faisant un changement d’indice
1 = n — k dans la somme du théoréme, donnant :

(a+b)" = Zn: <n71 Z) "

1=0

) \ ’ n n
en notant que, d’apres la formule des compléments, ( ) = ( )
n-—1i (3

L’exercice ci-dessous a pour objectif de faire manipuler cette formule.

Exercice - Applications de la formule du bindme de Newton. On fixe a,b € R et
n € N*.

1. Développer (a + b)3, (a — b)3, (a + b)* et (a — b)*.

2. Calculer Z (Z) a.

k=0

" (n " (n Nk
3. Calculerz (k:> etkz:0 <k>( 1)".

k=0
(Indication pour la derniere question : on pourra remarquer que pour tout k € N,
onalk =17 =1).
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Exercice - Linéarisations trigonométriques. On fixe x € R. On rappelle les for-
mules d’Euler : ‘ A , ,
el 4 e el _ pmiT
cos(r) = —— et sin(z) = ————
(2) = 2 (0) =

1. Exprimer cos*(z) en fonction de termes de la forme ¢*** avec k € [0; 4].

2. En déduire, toujours en utilisant les formules d’Euler, une expression de
cos*(x) en fonction de termes de la forme cos(kz) pour k € [0;4].
Ceci constitue la linéarisation de 'expression cos*(z).

3. Proposer une linéarisation de I'expression sin®(x) en imitant la méthode ci-
dessus.
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IV Analyse de la variable réelle

A Introduction aux notions de limite et de continuité

La notion de limite est a la base de toutes les notions d’analyse de classes préparatoires.
Nous ne comptons pas ici en donner une définition exacte, tant il faudrait distinguer de
cas :

— limite finie d’'une fonction en un point fini,

— limite infinie d’une fonction en un point fini,

— limite finie d’'une fonction en un point infini,

— limite infinie d’une fonction en un point infini.

Nous nous contenterons de I'idée que la limite d’'une fonction f en un point a, fini ou
infini, est la valeur de laquelle se rapproche f(z) lorsque x tend vers a, si une telle
valeur existe. Par exemple, il est impossible d’identifier une telle valeur pour la fonction
x +— cos(z) lorsque x tend vers +oo : la fonction semble osciller sans jamais se rapprocher
d’une valeur particuliére.

Une fonction f définie sur un intervalle I de R est alors dite continue en un point a € [
si f(z) tend vers f(a) lorsque x tend vers a, c’est-a-dire si f(x) se rapproche bien de f(a)
lorsque z tend vers a.

Par exemple :
— considérons la fonction f : R — R définie pour tout z € R par f(z) = 22 + 1 et
a=2.
Il semble bien que f(z) se rapproche de f(2) = 5 lorsque x tend vers 2, ce qui
illustre la continuité de f en 2.
Il se trouve aussi que ce raisonnement s’étend a n’importe quel a € R pour cette
fonction f : on dit alors qu’elle est continue sur R.

— considérons la fonction g : R — R définie pour tout z > 0 par g(x) = 1 et pour tout
x < 0parg(z)=—1.
Il semble que g(x) se rapproche de 1 pour z tendant vers 0 par valeurs supérieures,
alors que g(x) se rapproche de —1 pour = tendant vers 0 par valeurs inférieures.
Ainsi, g(x) ne semble pas tendre vers une valeur déterminée lorsque x tend vers 0
sans autre précision. On dit alors que g n’admet pas de limite pour x tendant vers
0.
En particulier, g(x) ne semble pas du tout se rapprocher de g(0) = 1 pour x tendant
vers 0 : on dit alors que g présente une discontinuité en z = 0, ou bien que g n’est
pas continue en 0.

La continuité de f sur un intervalle se traduit graphiquement par le fait que sa courbe
représentative est « d'un seul tenant », comme si on pouvait la tracer sans lever le crayon,
alors que ce n’est pas le cas de la courbe de g. Celle-ci présente en effet un «saut de
discontinuité » en x = 0.

Dans la pratique, la continuité est une propriété qui caractérise I'essentiel des fonctions

usuelles sur leur domaine de définition :
— les fonctions polynomiales sont continues sur R,
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— les fonctions puissances positives (z — z avec o > 0) sont continues sur Ry — en
particulier, la fonction racine carrée x — /x appartient a cette catégorie,

— les fonctions exp, cos, sin sont continues sur R,

— la fonction In est continue sur R* ,

— etc.

La continuité est une propriété qui se « transmet » par opérations usuelles, également :
— si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors f + ¢ et fg sont des
fonctions continues sur I,

. . . . 1 .
— si f est une fonction continue sur I et qui ne s’annule pas sur I, alors — est continue

sur I,
—sif: I — Jetg:J — R sont deux fonctions continues, respectivement sur I et
sur J, alors la fonction composée go f : = +— g(f(x)), définie sur I, est continue sur /.

C’est par exemple cette derniére propriété qui permet d’affirmer que la fonction =
Va2 + 1 est continue sur R :

— la fonction x — 2 + 1 est continue sur R, a valeurs dans R,

— la fonction y — ,/y est continue sur R
donc, par composition, la fonction = — /22 + 1 est continue sur R.

Exercice - Continuité de fonctions. Déterminer le domaine de continuité des fonc-
tions suivantes :

2
1. x> cos?(x) z© -1
5.1+ ——
vVe—1
2. x> ad—a2?+1 .
sin(x)
z+1 6. x — tan(z) =
3. cos(z)
rz—1 +1
z
2 %
4. 1 e~ T/2 7.()x&—>ln<w_1>

B Dérivabilité, dérivation

La dérivabilité d’'une fonction de la variable réelle, en un point ou sur un intervalle, se
définit comme suit.
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Géﬁnition 8. (Dérivabilité en un point / sur un intervalle - Fonction dérivée).\
Soit f : I — R une fonction de la variable réelle, définie sur un intervalle I de
longueur non nulle. Soit a € 1.

. - . . x)—fla) L. .

1. On dit que f est dérivable en « si la fonction?® x — M, définie sur
I\{a}, admet une limite finie lorsque z tend vers a.
Cette limite finie, si elle existe est appelée nombre dérivé de f en a et est
notée f'(a).

2. On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point a € I.
Dans ce cas, I'existence de f’(a) est garantie pour tout a € I et la fonction
x — f'(x) ainsi définie est appelée fonction dérivée de f (ou simplement
dérivée de f).

\ a. cette fonction est couramment appelée taux d’accroissement en a. /

La dérivabilité d’'une fonction est une propriété de régularité plus forte, c’est-a-dire plus
restrictive, que la continuité. Reprenant les mémes notations, nous verrons que si f est
dérivable en a, alors f est nécessairement continue en a. Autrement dit :

(f dérivable en a) = (f continue en a)

Nous reprendrons les formules de dérivation des fonctions usuelles vues dans le se-
condaire, les supposant connues. Un des exercices ci-dessous propose, par curiosité, de
retrouver certaines de ces formules, par examen de la limite du taux d’accroissement en
chaque point du domaine de dérivabilité.

Dans la pratique, la dérivabilité est une propriété qui caractérise ’essentiel des fonctions
usuelles sur leur domaine de définition, a '’exception notable de la fonction racine carrée
et des fonctions puissances = +— z® avec a € ]0;1[, continues sur R, mais dérivables
uniquement sur R :

— les fonctions polynomiales sont dérivables sur R,

— les fonctions puissances x — 2 avec a € R sont dérivables sur R de dérivée
égale & z — ax®~!. Seules celles avec o > 1 ou a = 0 sont dérivables sur R . Par
exemple, la fonction = — /= n’est pas dérivable en 0.

— les fonctions exp, cos, sin sont dérivables sur R. Leurs dérivées respectives sont

données par exp’(z) = exp(z), sin’(x) = cos(x) et cos’(x) = —sin(z) pour tout
T € R,
1
— la fonction In est dérivable sur R*, de dérivée donnée par In’(z) = — pour tout
x
x>0,
— etc.

La dérivabilité est également une propriété qui se transmet par opérations usuelles :

— Somme de fonctions dérivables : soit [ et g deux fonctions dérivables sur I et a
valeurs dans R. Alors f + g est aussi dérivable sur et’ (f+9)=f+¢

— Produit de fonctions dérivables : soit [ et g deux fonctions dérivables sur I et a
valeurs dans R. Alors fg est aussi dérivable sur 1 et’ (f9) =fg+ fd
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— Quotient de fonctions dérivables : soit [ et g deux fonctions dérivables sur I et a
valeurs dans R. On suppose que g ne s’annule pas sur I.

! !, !
Alors i est aussi dérivable sur I et (f> = fging .
g g g

— Dérivée d’une composée : soit f : [ — J et g: J — R avec I, J deux intervalles
réels de longueur non nulle. On suppose que f est dérivable sur I et g, dérivable
sur J.

Alors go f : x +— g(f(z)) est dérivable sur I et’ (gof) =f'xgof ‘

La derniere propriété n’est pas au programme du lycée, elle est pourtant tres utili-
sée dans la pratique, comme le suggere l'exemple suivant. Considérons la fonction
x — Vx? — 3z + 2. Une rapide étude par discriminant montre que le trindéme 2% — 3z + 2,
défini pour tout z € R, s'annule en 1 et en 2 et est positif ou nul si et seulement si
x € |—00; 1] U [2; +0o0].

Ainsi, la fonction z — V22 — 3z + 2 est définie (et continue) sur |—oo;1] U [2; +o0].
Pourtant, comme le trinéme z?> — 3z + 2 s’annule en 1 et en 2, et comme la fonction
y — /y n'est alors dérivable que sur R, la fonction x — V2 — 3z + 2 n’est dérivable
que sur |—oo; 1[ U ]2; +o0o[ (bien noter les bornes ouvertes!).

Exercice - Dérivabilité et calcul de dérivées. Calculer la dérivée des fonctions
suivantes, en précisant le domaine de dérivabilité de chacune d’entre elles.

l.o—ad+ao+1 6. x +— tan(x)
2. x— -1

o ayT = Ina) AT TS
3. x— et 7. (")x&—>271
4. x + cos?(r)sin(z) ot
5. (2 Va¥—2r+1 8. (*) z— In(eV® +1)

Exercice - Fonction racine carrée en 0. On se propose ici de constater que la
fonction x — /x n’est pas dérivable en 0.

1. Montrer que le taux d’accroissement en 0 de la fonction 2 — /x n’admet pas
de limite finie pour x — 0%. En déduire le résultat recherché.

2. (*) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a € R’ pour que la
fonction z — x® soit dérivable en 0.
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Exercice - Ou on retrouve la dérivée de fonctions usuelles. Soit a € R. Calculer
les limites suivantes lorsque x — a avec = # a pour chacune des fonctions suivantes
et retrouver la formule de dérivation usuelle qu’elles permettent de justifier.

On notera que, comme il s’agit de formes indéterminées, quelques étapes de calcul
seront nécessaires pour « débloquer » les expressions et permettre le calcul de la
limite.

L 2?2 — a? 3. (9 sin(x) — sin(a)
r —a r—a
2. \/i:;/& (avec a > 0) 4. (M) g avecn € N.

Pour la troisiéme question, on pourra remplacer z par (x — a) + a avant de s'engager
dans des calculs. On admettra également, pour cette méme question, les limites

suivantes : ) )
sin -

(u) | et cos(u) 0

U u—0 u u—0

C Primitive d’une fonction continue sur un intervalle

La théorie de I'intégration s’appuie sur une définition de I'objet « intégrale ». Cette défini-
tion, donnée sous forme d’intuition dans le secondaire et associée a une interprétation en
termes d’aire, n’est pas davantage précisée dans la filiere ECG. De maniére sous-jacente,
I'intégrale qui est étudiée en classes préparatoires est l'intégrale de Riemann, dont la
définition correspond a lintuition géométrique donnée dans le secondaire : lorsque
a < b, I'intégrale d’'une fonction continue sur le segment [a;b] de R correspond a l'aire
délimitée par la courbe représentative de f, 'axe des abscisses et les droites d’équation
x = a et x = b. Cette aire est comptée algébriquement, c’est-a-dire qu’elle est comptée
négativement lorsque la courbe de f se situe sous l'axe des abscisses et positivement
lorsque la courbe de f se situe au-dessus de 'axe des abscisses.

La définition de l'intégrale en ECG s’appuie sur la notion de primitive, essentielle pour le
calcul de celles-ci.

Définition 9. (Primitive d’une fonction continue sur un intervalle).

Soit I un intervalle de R de longueur non nulle et f : I — R une fonction continue
sur [.

Une primitive de f sur [ est une application F': I — R, dérivable sur I et vérifiant
F'=f.

L’absence de définition rigoureuse de l'intégrale d’une fonction sur un segment nous
pousse a admettre le fait suivant, qui est loin d’étre évident : toute fonction continue sur
un intervalle / possede au moins une primitive.

D’apres la définition ci-dessus, « primitiver » une fonction correspond, avec beaucoup de
guillemets, a '« opération inverse » de la dérivation et consiste a trouver une fonction
dont I'expression en présence est la dérivée. Ce travail de reconnaissance fait donc de
'intégration une opération plus difficile que la dérivation, puisqu’il existe de nombreuses
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fonctions dont on ne connait pas de primitive sous forme explicite, alors qu’a I'inverse, il
est assez rare de se retrouver dans l'incapacité de dériver une fonction dérivable dont on
possede une expression explicite.

Toutefois, il existe des techniques de calcul (intégration par parties, changement de
variable, cf. section suivante) qui permettent de passer certains écueils.

La proposition ci-dessous caractérise 'ensemble des primitives d’une fonction continue
sur un intervalle.

Proposition 5. (Primitives d’une fonction continue sur un intervalle).

Soit I un intervalle de R de longueur non nulle et f : I — R une fonction continue
sur I. On considére une primitive F' de f sur I.

Alors I'ensemble des primitives de f sur I est 'ensemble des fonctions qui s’écrivent
sous la forme F + c avec ¢ € R, c’est-a-dire des fonctions de la forme

x— F(x)+c

avec ¢ € R, indépendant de .
Sous forme ensembliste, 'ensemble des primitives de f sur I est donné par

{F+c:ceR}

ou, pour tout ¢ € R, la fonction F' + ¢ est la fonction z +— F'(x) + ¢ définie sur I.
En particulier, les primitives de f sur I sont « égales a une constante (additive)
pres ».

D Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Ainsi posée, la notion de primitive permet de proposer une définition de l'intégrale d'une
fonction continue sur un segment.

Géﬁnition 10. (Intégrale d’une fonction continue sur un segment). \
Soit a,b € R et f une fonction continue sur un intervalle I de longueur non nulle et
contenant les points a et b. Soit F' une primitive de f sur cet intervalle. On définit
alors 'intégrale de f entre a et b par

/abf(t)dt - /abf = F(b) — F(a).

Etant donné que les primitives de f sur I different d'une constante, la quantité ci-
@ssus ne dépend pas du choix effectué quant a la primitive de f. /

b
Etant donné cette définition, l'objet / f(t)dt n’est bien défini qu’a condition que f soit
a

une fonction continue a minima sur le segment [a;b] — ou [b;a] si b < a. Nous verrons
dans 'année qu’il sera notamment possible d’élargir cette définition a des fonctions non
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nécessairement continues et a des intervalles autres que des segments.

Ainsi définie, I'intégrale vérifie alors les propriétés suivantes, rassemblées dans la proposi-
tion ci-dessous.

Proposition 6. (Propriétés de I’intégrale).
Soit I un intervalle réel de longueur non nulle et f, g deux fonctions continues sur
I avaleurs dans R. On a alors les propriétés suivantes :

— Linéarité de I’intégrale. Pour tous a,b€ I et \ € R,ona:

/ab(Aerg):A/aber/abg

— Positivité de I'intégrale. Pour tous a,b € I, si f est positive entre les points

aetbetsia<b,alors
b
/ ft)dt >0

— Relation de Chasles. Pour tous points a,b,c € I, on a

/:f(t)dt = /acf(t)dt + /cbf(t)dt

En particulier, pour tous a,b € I, on a

/aaf(t)dt ~ (et /abf(t)dt _ /b Ft)dt

Exercice - Démonstration des propriétés de I’intégrale. A I'aide de la définition
donnée plus haut pour I'intégrale de f entre les points a et b, démontrer les proprié-
tés ci-dessus.

Exercice - Calcul d’intégrales (1). Calculer les intégrales suivantes, aprés avoir
justifié leur bonne définition.

2 1
1. / 3. dt 4, / s1n 3t 7. / eit/Q -dt
0 0 0
2 1
dt 42
2. - 5. dt 8. / t-e V. dt
1 \/% / 0
dt

Sln
29, e?
3. / 2 dt 6. / tan(t) - dt o. /
t4
0 e

E Techniques d’intégration : intégration par parties, changement de variable

[e=]

Il arrive — souvent — qu’on ne puisse pas directement donner une primitive de la
fonction a intégrer. Dans ce cas, il existe des techniques de calcul qui permettent
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de débloquer la situation. Nous en proposons deux ici : I'intégration par parties et le
changement de variable. Ces techniques seront revues en premiere année de la filiére ECG.

e Intégration par parties.
La formule d’intégration par parties s’appuie sur la formule dérivation d’'un produit de

fonctions. Etant donné un couple de fonctions u, v dérivables et de dérivée continue sur
un intervalle I de longueur non nulle et étant donné a,b € I, on a :

b b
/ [ ()0 (t) + (B ()] - dt = / (o) (#) - dt = u(b)v(b) — u(a)(a)

Proposition 7. (Formule d’intégration par parties).

Soit [ un intervalle réel de longueur non nulle et u, v deux fonctions dérivables sur
I et de dérivée continue sur I ¢.

On a alors, pour tous a,b € I :

b

Le terme u(b)v(b) — u(a)v(a) est aussi appelé terme de crochet et noté [u(t)v(t)],

a. on dit aussi que u et v sont supposées de classe C* sur I.

L’intérét de cette formule est de transformer une intégrale a priori sans primitive identi-
fiable en une intégrale plus facilement calculable.

Prenons 'exemple de l'intégrale suivante :

/1 Cln(t) - di

On ne connait pas forcément de primitive a la fonction ¢t — In(t), cependant, on peut
penser a réécrire les choses de la maniére suivante :

2
/ 1-In(t) - dt
1

en voyant 1 comme l'expression de la dérivée de la fonction ¢ — ¢. On applique alors la
formule d’intégration par parties a I'aide des fonctions suivantes :

{ u'(t) =1 wu(t)=t

o(t) = In(t) V() = %

Les deux fonctions ainsi définies sont de classe C'! (dérivables et de dérivée continue sur
[1;2]), ce qui rend possible 'application de la formule d’intégration par parties :

oyt — i [ L
/lln(t) dt — [t In(t)]2 /lt -t

2
:2ln(2)—0—/ 1-dt

1
=2In(2) - 1
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Exercice - Calcul d’intégrales (2) - Intégration par parties. Calculer les intégrales
suivantes, en appliquant la formule d’intégration par parties avec les fonctions indi-
quées. Pour les dernieres questions, on n’indique plus les fonctions. Plusieurs inté-
grales par parties d’affilée sont parfois requises pour ces derniéres questions.

—

2
: / t-e . dtavecu'(t) = e* et v(t) =t

2. / t-sin(t) - dt avec u/(t) = sin(t) et v(t) =t
—7/4

1
3. e /2. dt avec u/(t) = te /2 et v(t) = t2

1,
+ f

1

5. / t - cos?(t) - dt

. (M / sin(¢ - dt (par double IPP)

o)

e Changement de variable.

La technique de changement de variable est une autre technique de calcul, utile pour
débloquer certaines situations. Sa difficulté réside principalement dans la détermination
du changement de variable le plus efficace pour parvenir a ses fins.

Proposition 8. (Formule de changement de variable).

Soit I, J deux intervalles de R de longueur non nulle. On considere une fonction f
continue sur [ et une fonction ¢, le changement de variable, définie sur .J, de classe
C' sur J et & valeurs dans I. Soit a,b € J.

/ flp '(t) - dt = /::j) f(u) - du

On a alors

Dans la pratique, on dit que pour passer de la premiere intégrale a la seconde, on a effectué
le changement de variable suivant :

{ u = p(t)
du = ¢'(t)dt

en notant que pour ¢ variant de a a b, u varie de ¢(a) a ¢(b). Le seul argument permettant
de valider un changement de variable pour l'intégrale d’'une fonction continue sur un
segment est le caractére C! de la fonction de changement de variable.

Dans un changement de variable, lorsqu’on a envie de poser u = ¢(t), il y a alors quatre
étapes a mener :

1. hypotheses : vérifier que la fonction de changement de variable, ¢, est bien C! sur
le segment ou ¢ prend ses valeurs,
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2. changement de variable : remplacer tous les (¢) par des u
3. changement du terme différentiel : remplacer le terme différentiel ' (¢)dt par du

4. changement des bornes : remplacer les bornes en se demandant, lorsque ¢ évolue
entre a et b, entre quelles valeurs évolue w.

Prenons quelques exemples.

4 efx/zdt
7 a 'aide du changement de variable u = /1.
1

La fonction ¢ + v/t est bien C! sur le segment [1; 4]. Par ailleurs, en posant u = /%,

1. Exemple 1 : calcul de

dt . dt . .
onadu = —-, cest-a-dire, 2 - du = —-. Puis, lorsque t évolue entre 1 et 4, u = v/t
2/t Vit

évolue entre 1 et 2.
Ainsi, on a :

/ € = 2¢ " - du
1 Vit 1

L’intégrale obtenue a l'issue du changement de variable est trés facilement calcu-
lable, contrairement a celle dont on partait.

On conclut ainsi :

4 /i 2

/ et / 2e Y du=2(e! —e7?)
1 Vit 1

1
2. Exemple 2 : calcul de / a l'aide du changement ¢ = tan(u).
0

1+1¢2

Ici, le changement n’est pas donné sous la forme u = ¢(t), mais sous la forme
t = 9(u), ce qui montre qu’'on fait un changement de variable « a ’'envers », c’est-a-
dire en partant de la forme finale de la proposition pour arriver a la forme initiale .

La fonction u + tan(u) est de classe C! sur [0; ﬂ : il faut voir que pour que ¢

, . . 0
évolue entre 0 et 1, il faut que u évolue entre 0 et T

Pour ce qui est du terme différentiel :

dt = tan'(u) - du = (1 + tan®(u)) - du = (1 +t?) - du

t .
5 se remplace par du, ainsi :

1+t

ol on s’apercoit de nouveau que le changement de variable (« dans l'autre sens »,
cette fois) a permis de simplifier considérablement le calcul.

Ainsi, on note que
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Exercice - Calcul d’intégrales (3) - Changement de variable. Calculer les inté-
grales suivantes, en effectuant (et en justifiant) le changement de variable proposé.

1
1./ (3t + 4)5dt avec u = 3t + 4
-1

dr avecu =1 — 22

a4,
2. —_—
/0 V1—22

2

¢ dx
3. ————avecu =1
/e z1n3(z) u=In(e)

1
4. / V1 —22-dx avec x = sin(u)
0

w/3 3
5. / 0984 (z) dx avec u = sin(x)
x/4 sin®(z)
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V Eléments de combinatoire

La combinatoire, aussi appelée dénombrement, est cette partie des mathématiques qui
consiste a compter les éléments d’'un ensemble fini, défini par une propriété, par exemple :
— combien peut-on former de couples d’entiers pairs a 'aide d’entiers choisis entre 1
etn?
— combien de lancers de 2 dés donnent un total de 7°?
— combien d’anagrammes peut-on former du mot « combinatoire »? (sans se préoc-
cuper de leur sens)
— etc.
Ces questions peuvent étre parfois résolues par un dénombrement exhaustif : par
exemple, on aura relativement vite fait de dresser la liste des lancers de 2 dés qui
permettent d’aboutir a un total de 7. En revanche, le méme genre de méthode appliquée
au probléme des anagrammes demandera beaucoup plus de patience. Enfin, dans le cas
des couples d’entiers pairs, il est illusoire d’espérer dresser une liste exhaustive de tels
couples, puisque n est un parameétre théorique.

Heureusement, il existe des « formules de dénombrement », que nous abordons dans cette
partie et qui permettent de traiter ce genre de situation. Ainsi, la principale difficulté en
combinatoire est de parvenir a identifier, dans chaque probleme posé, la ou les « situations
de cours », la ou les « formules de dénombrement » qui lui correspondent.

Les questions de dénombrement apparaissent notamment dans des calculs de probabilités,
qui sont un domaine central dans la filiere ECG. Ce chapitre, abordé en fin de premier
semestre, est donc d’'une importance centrale. Nous proposons ici une introduction a ces
notions qui, de toute facon, seront reprises en premiére année.

A Cardinaux, ensembles finis

Nous nous contenterons de la définition suivante pour caractériser les ensembles finis.

Définition 11. (Ensemble fini, cardinal).

Un ensemble fini est un ensemble vide ou comptant un nombre fini d’éléments. Le
nombre d’éléments distincts que contient un ensemble fini est appelé son cardinal.
Par convention, '’ensemble vide est de cardinal égal a 0, c’est d’ailleurs le seul en-
semble fini qui vérifie cela.

Etant donné un ensemble fini F, on note son cardinal Card(FE).

On rappelle que I'ensemble vide est noté (). Il s’agit donc d’'un ensemble fini, le seul de
cardinal nul.

La remarque ci-dessous peut étre évitée pour le moment, puisqu’elle fait référence a la

notion de bijection, dont une définition sera donnée dans les premiéres semaines en
ECG-1.
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Remarque - Une définition de la notion d’ensemble fini. En réalité, un en-
semble fini est un ensemble dont les éléments peuvent étre mis en correspon-
dance « un pour un » (Cantor utilise le terme de correspondance biunivoque) avec
les éléments d’'une partie majorée de N.

Un autre terme pour cela est celui de bijection : un ensemble FE est fini s’il est
vide ou si on peut trouver un entier naturel n € N* et une application bijective
¢ : E — [1;n]. Une telle bijection correspond a une numeérotation des éléments
de 'ensemble E.

Par exemple :
— lensemble {0, 1,2, 3} est fini, il compte 4 élements, donc son cardinal est 4.
— plus généralement, pour tout n € N, 'ensemble [0;n], c’est-a-dire {0,1,2,...,n},
est fini et compte (n + 1) éléments.
Pour tous a,b € Z avec a < b, 'ensemble [a; b] compte (b — a + 1) éléments.
— etc.

Exercice - Premiers dénombrements. Soit n € N* un entier naturel non nul.

1. Combien y a-t-il d’entiers naturels compris, au sens large, entre 1589 et 1610?
Durant combien d’années pleines le roi Henri IV a-t-il régné ?

2. Combien y a-t-il d’entiers pairs compris entre 0 et 2n? (au sens large)
3. Combien y a-t-il d’entiers pairs compris entre —n et n? (au sens large)

4. Combien y a-t-il de multiples de 7 compris entre 1610 et 2020 ? Il est hors de
question d’en donner une liste exhaustive.

Etant donné un ensemble fini E, il va de soi que tout sous-ensemble, ou partie, de cet
ensemble est également fini et que son cardinal est inférieur ou égal au cardinal de F.

Proposition 9. (Ensemble des parties d’'un ensemble fini).

Soit E' un ensemble fini. Une partie de F est un sous-ensemble de F, c’est-a-dire un
ensemble F' tel que Va € F,x € F (propriété qu'on note aussi F' C E).

Toute partie F' de E est un ensemble fini de cardinal inférieur ou égal a E. L’en-
semble des parties de F étant noté P(FE), on a donc :

VF € P(E), Card(F) < Card(E).

Notamment, si F' et G sont deux parties d’'un ensemble fini £, on a les propriétés sui-
vantes :
— Cardinal total : Card(F') = Card(E) si et seulement si /' = FE
— Cardinal nul : Card(F) = 0 si et seulement si F' = ()
— Cardinal d’une réunion disjointe de parties : si F NG = () (c'est-a-dire si F' et G
sont deux parties disjointes), alors Card(F' U G) = Card(F') + Card(G)
— Formule du crible de Poincaré : Card(FUG) = Card(F)+Card(G)—Card(FNG).
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Exercice - Ensemble des parties. Déterminer 'ensemble des parties des ensembles
suivants (a, b, ¢ sont des éléments deux-a-deux distincts) :

1. {a,b,c} 4.0
2. [1;4] 5. {0}
3. {10, 24} 6. () {0,{0}}

(pour le dernier ensemble, on pourra commencer par identifier son cardinal)
Que conjecturer sur le nombre de parties d'un ensemble fini de cardinal n ?

Exercice - Quelques applications. Soita,b,c,d € Z aveca < bet ¢ < d. Déterminer
le cardinal des ensembles suivants :

1. Ja;b] U [e;d] dans le cas ot b < ¢
2. [a;b] U [c;d] dans le casou b < ¢
3. [a;b] U [c;d] dans le cas o b > ¢

B Cardinaux de référence

Dans cette partie, nous donnons des formules de dénombrement dans certaines situations
générales (ensemble des parties d'un ensemble fini, ensemble des parties de cardinal
donné d’un ensemble fini, etc.). Ces formules ont vocation a étre adaptées pour étre utili-
sées dans des situations de dénombrement plus concrétes, proposées dans les exercices.

e Nombre de parties d’'un ensemble fini

L’ensemble des parties d'un ensemble fini est lui-méme un ensemble fini. Son cardinal est
donné par la proposition ci-dessous.

Proposition 10. (Nombres de parties d’un ensemble fini).
Etant donné un ensemble F de cardinal n € N, le nombre de parties de F est égal a
2™, cardinal qu’on peut résumer ainsi :

Card(P(E)) = 202d(E)

On notera, pour ce dénombrement comme pour nombre des suivants, que le résultat
ne dépend que du cardinal de 'ensemble fini considéré et aucunement de la nature des
éléments qu’il contient. Ainsi, le nombre des parties de 'ensemble {1,2,3} est le méme
que celui des parties de 'ensemble {(), 45,7} (a savoir 23 = 8), bien que la nature des
éléments de ces deux ensembles soit radicalement différente et que les parties de ces
ensembles n’aient rien a voir entre elles.

Exercice - Parties de I’ensemble vide. Cette formule convient-elle pour I’ensemble
vide ?
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e Nombre de parties de cardinal donné d’un ensemble fini / Combinaisons

L’objet de ce dénombrement est de s’intéresser au nombre de parties d'un ensemble fini
qui comptent un nombre donné d’éléments, c’est-a-dire, étant donné n € N et p € N, le
nombre de parties d'un ensemble a n éléments comptant p éléments.

On voit par exemple que si p > n, on ne compte aucune partie de la sorte, que si p = n,

on en compte une (I'ensemble tout entier), méme chose pour p = 0 (I'ensemble vide), etc.
Par exemple, pour E = {1, 2, 3,4}, les parties a 2 éléments de F sont

{1,2};{1,3};{1,4};{2,3};{2,4}; {3,4},

on en compte donc 6.

Le résultat suivant est donné par I'encadré qui suit.

Proposition 11. (Nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n).
Soit F un ensemble de cardinal n € N et un entier p € N. L'ensemble des parties de

E comptant p éléments est égal a ( ), C’est-a-dire a :
p

0 Sip>n

sip<n

De telles parties sont également appelées combinaisons a p éléments pris parmi n.

Exercice - Une idée de la preuve. Soit £ = {1,2,3,4,5}. On souhaite retrouver le
nombre C' de parties de E' comptant 3 éléments de deux manieres différentes.

1. Déterminer C en utilisant la formule ci-dessus.

2. Justifier que les parties de F comptant 3 éléments et contenant l’élément 5
sont en méme nombre que les parties de F' = {1,2, 3,4} comptant 2 éléments.
On note 4 ce nombre, le déterminer.

3. Justifier que les parties de E comptant 3 éléments et ne contenant pas lélé-
ment 5 sont en méme nombre que les parties de F' = {1,2,3,4} comptant 3
éléments. On note Cy ce nombre, le déterminer.

4. On remarque que C' = C + Cs. Expliquer cela.

5. (*) Généraliser le raisonnement avec £ comptant n éléments et p € N quel-
conque au lieu de 3.
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Exercice - Quelques mises en situation. Voici quelques dénombrements pour les-
quels on essaiera de reconnaitre le cadre d’application de la formule ci-dessus.

1. Combien de mains de 5 cartes différentes peut-on composer lorsqu’on les
prend dans un jeu de 52 cartes classique ? (I'ordre de distribution ne compte
pas)

2. Combien de mains de 5 cartes différentes, ne contenant pas de valet, peut-on
composer, en les prenant dans un jeu de 52 cartes?

3. On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On effec-
tue 5 tirages successifs sans remise, en notant les nombres obtenus sans tenir
compte de l'ordre de leur apparition. Combien cela donne-t-il de combinai-
sons possibles ?

Le dénombrement des combinaisons a p éléments pris dans un ensemble fini de
cardinal n correspond donc a un tirage sans remise, et sans tenir compte de I'ordre
d’apparition des éléments.

e Nombre de p-listes a valeurs dans un ensemble fini.

L’objet de ce dénombrement est, pour p € N* fixé, de compter le nombre de p-listes, ou
p-uplets, de la forme (z,,...,z,) avec z1, ..., x, prenant leurs valeurs dans un ensemble
fini £ de cardinal n € N.

La différence entre les objets mathématiques

(a:l,...,a:p) et {J;l,...,xp},

le premier étant un p-uplet et le second un ensemble, tient dans le fait que 'ordre des
éléments importe dans le p-uplet, alors qu’il n’a aucune importance dans 'ensemble. Par
exemple :

(1,2,3) # (1,3,2)

alors que
{1,2,3} = {1,3,2}.

Etant donné un ensemble E de cardinal n € N et p € N*, pour composer un p-uplet
d’éléments de E, on a donc n choix pour sa premiere composante, puis, pour chacun de
ces choix, on a a nouveau n choix pour la seconde, puis, etc. D’ou le résultat suivant.

Proposition 12. (Nombre de p-listes d’éléments pris dans un ensemble de car-
dinal n).

Soit E' un ensemble fini de cardinal n € N et un entier p € N*. Le nombre de p-uplets
(x1,...,x,) composés d’éléments de E est égal a nP.

La notation ensembliste pour ’ensemble des p-uplets de E est un produit cartésien :
ExEx---x E=FEP

Par exemple, 'ensemble des couples (z,y) formés d’éléments de E est noté E2. La
notation de produit cartésien est d’ailleurs générale : EP désigne ’ensemble des p-uplets
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d’éléments de E (exemple : R?, R3, R%, etc.).

Le cardinal trouvé ci-dessus prolonge cette notation, puisqu’il s’agit de la formule suivante :

Card(E?) = (Card(E))P

Exercice - Quelques mises en situation. Voici quelques dénombrements pour les-
quels on essaiera de s’appuyer sur la formule précédente.

1. Combien de mots de 5 lettres peut-on écrire a 'aide des lettres E, C, S ? (ces
« mots » peuvent n’avoir aucun sens)

2. Combien compte-t-on de nombres a 2 décimales inférieurs a 100 ?

3. Combien compte-t-on de nombres a 2 décimales inférieurs a 95 et ne conte-
nant pas le chiffre 5?

4. On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On effectue
5 tirages avec remise, en notant les nombres obtenus dans l'ordre de leur
apparition. Combien cela donne-t-il de combinaisons possibles ?

Le dénombrement des p-uplets d’éléments pris dans un ensemble fini de cardinal n
correspond donc a un tirage avec remise, en tenant compte de l'ordre d’apparition
des éléments.

e Nombre de p-listes sans répétitions a valeurs dans un ensemble fini / Arran-
gements.

On s’'intéresse cette fois au dénombrement des p-listes composées d’éléments pris dans un
ensemble fini, sans répétition, c’est-a-dire composées d’éléments deux-a-deux distincts.
Un tel p-uplet est appelé un arrangement a p éléments pris parmi n.

Pour dénombrer de tels p-uplets, on considere qu’on a n valeurs possibles pour la premiere
composante, puis, pour chacune de ces valeurs, (n — 1) valeurs possibles pour la seconde
(n moins la valeur prise pour la premiere), puis (n — 2) pour la suivante, etc. On obtient
alors le dénombrement suivant.

Proposition 13. (Nombre d’arrangements de p éléments pris parmi n).
Soit £/ un ensemble fini de cardinal n € N et un entier p € N*. Le nombre de p-uplets
d’éléments distincts pris dans F est donc égal a

0 sip>n

(n—p)!

nxn—1)x---x(n—p+1)= sip<n
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Exercice - Quelques arrangements. Etudier les situations suivantes, pour les-
quelles on essaiera de retrouver le cadre de la formule ci-dessus.

1. Déterminer le nombre d’anagrammes du mot « ABSURDITE ».

2. On consideére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On effectue
5 tirages sans remise, en notant les nombres obtenus dans l'ordre de leur
apparition. Combien cela donne-t-il de combinaisons possibles ?

Le dénombrement des arrangement a p éléments pris dans un ensemble fini de car-
dinal n correspond donc a un tirage sans remise, et en tenant compte de I'ordre
d’apparition des éléments.

e Nombre de permutations.

Une permutation d’un ensemble fini £ de cardinal n est un n-uplet composé des éléments
de E pris une et une seule fois. C’est, en quelque sorte, un n-uplet correspondant a une
facon d’ordonner les éléments de E.

Remarque sur la notion mathématique de permutation. En réalité, la définition mathé-
matique d’'une permutation est la suivante : une permutation de E est une application
bijective de F dans lui-méme (définition valable également pour des ensembles infinis).
Cette derniére définition ouvre sur I'étude de 'ensemble des permutations d'un ensemble
E qui, muni de l'opération de composition d’applications, acquiert une structure algé-
brique de groupe. Ces développements étant hors programme de la filiere ECG, nous nous
contenterons d’aborder les permutations du point de vue du dénombrement.

D’aprés la définition donnée avant la remarque ci-dessus, une permutation d'un ensemble
E de cardinal n n’est rien d’autre qu'un arrangement a n éléments pris parmi ceux de E.
On en déduit le résultat suivant.

Proposition 14. (Nombre de permutations d’un ensemble fini).

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*. Le nombre de permutations de F est
alors égal a n!.

On convient que I'ensemble vide possede une seule permutation.

Exercice - Lien entre le nombre d’arrangements et de combinaisons. Considé-
rons E = {1,2,3,4,5,6}.

1. Donner le nombre C3 de combinaisons a 3 éléments de F et le nombre Aj
d’arrangements a 3 éléments de E.

2. On pose F' = {1,4,6} : c’est une combinaison a 3 éléments de E. Combien y
a-t-il de permutations de F'?
3. Expliquer pourquoi on a Az = 3! x Cs.

4. Généraliser le raisonnement pour un ensemble E de cardinal n € N* et un
entier p € [0;n], en expliquant le lien entre le nombre d’arrangements a p
éléments de F et de combinaisons a p éléments de F.
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C Exercices de dénombrement

Dans cette section, l'objectif est d’appliquer les dénombrements vus dans la section
précédente a des situations concretes. La principale difficulté, en combinatoire, se situe
dans le fait de ramener de telles situations a des formules de dénombrement.

e Exemple 1 : mains de poker contenant exactement une paire : combien de
mains distinctes de 5 cartes, prises dans un jeu de 52 cartes et contenant exactement
une paire, peut-on constituer?

On suppose ici que l'ordre de distribution des cartes ne doit pas étre pris en compte. Une
main de 5 cartes est un ensemble de 5 cartes distinctes pour lequel 'ordre de distribution
des cartes n’a aucune importance. Par exemple, au tarot ou au bridge, 'ordre dans lequel
on vous a donné vos cartes vous importe peu, ce qui compte, c’est ce que votre main
contient. C’est le point de vue adopté ici.

Une main telle que recherché se compose donc :
— d’une paire, déterminée par la « hauteur? » de cette paire puis, étant donné cette
hauteur, d'un choix de deux couleurs parmi quatre (pique, carreau, coeur, trefle),
— de trois autres cartes, de hauteurs deux-a-deux distinctes (on cherche « exactement
une paire ») et différentes de la hauteur de la paire. Pour chacune de ces trois
cartes, quatre couleurs sont possibles.

Une fois ce petit « état des lieux » effectué, il nous reste donc a dénombrer les possibilités :
— pour la paire : sa hauteur est a choisir parmi 13 hauteurs différentes. Pour chaque
choix de hauteur, le choix des couleurs revient a faire le choix de deux éléments,
sous forme de combinaison, parmi un ensemble en comptant quatre : { pique, car-

reau, trefle, coeur }.

4
Cela nous fait donc 13 x <2> = 13 x 6 = 78 choix possibles pour la paire.

— étant donné un choix pour la paire, il nous reste les trois autres cartes a choisir.
Pour cela, le choix de leur hauteur revient a choisir, sous forme de combinaison,
3 hauteurs parmi 12 restant disponibles (toutes, sauf celle de la paire), puis, pour

C . . 12
chacune des hauteurs choisies, il y a 4 couleurs possibles. Cela fait donc 3 x 43
choix possibles, étant donné une paire, pour les trois cartes restantes.

4 12
Bilan : le nombre de mains recherché est égal a 13 x (2> X ( 3 ) x 43 (Cest-a-dire 1098240).

Le danger du « double-comptage » : il semble que le dénombrement ci-dessus n’oublie
aucune possibilité, mais est-on bien siir de ne pas avoir compté deux fois la méme main ?
Ceci constitue en effet un écueil majeur en dénombrement.

Ici, on a commencé a partitionner 'ensemble des mains recherchées selon la hauteur de
la paire qu’elles contiennent, puis le choix de deux couleurs parmi quatre pour les cartes
de cette paire. Ainsi, on s’est bien assuré, par exemple, que les mains contenant la paire
100 — 10 et les mains contenant la paire Vé — V> étaient bien comptées séparément.
Puis, étant donné chaque paire, on a bien compté une et une seule fois les combinaisons
de 3 cartes de hauteurs différentes, choix de couleurs inclus.

2. Cest-a-dire la « valeur » de cette paire : As, roi, dame, valet, 10, 9, 8, ..., 2, dans un jeu de 52 cartes.
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e Exemple 2 : nombre d’anagrammes d’un mot contenant des lettres répétées :
combien existe-t-il d’anagrammes distincts du mot « ANAGRAMME » ?

Ici, on s’intéresse peu au sens des mots produits.

Il y a une correspondance immédiate entre un mot et un uplet de lettres : le mot
« ANAGRAMME » correspond alors au 9-uplet (A, N, A,G,R, A, M, M, FE). On pourrait
alors croire qu’il suffit de compter le nombre d’arrangements a 9 éléments pris parmi les
9 lettres du mot « ANAGRAMME », mais ceci nous méne sur une mauvaise voie : en effet,
si on prend le 9-uplet (A, N, A,G, R, A, M, M, E), on s’apercoit que permuter les lettres A
entre elles ou les lettre M entre elles ne change pas I'identité de 'anagramme produit. Il
faut donc procéder autrement.

Comme souvent en dénombrement, il existe plusieurs voies menant au bon résultat. Celle
que nous proposons consiste a définir 'emplacement des lettres qui existent en plusieurs
exemplaires (A et M), puis, une fois ces emplacements définis, a placer les autres (N,G,R
et E).

Ainsi, un anagramme du mot « ANAGRAMME » se constitue :

— d’emplacements pour la lettre A : il suffit pour cela de choisir 3 emplacements parmi
9 disponibles

— d’emplacements pour la lettre M : une fois les lettres A placées, il reste donc 2
emplacements a choisir parmi 6 restants

— d’emplacements pour les autres lettres : une fois les lettres A et M placées, il reste
4 emplacements disponibles, et on compte autant de facons de placer les lettres
restantes (N,G,R,E) que de facons de permuter ces quatre lettres, soit 4!.

Bilan : on compte donc (g) X (6

9! .
2) x 4! = 391 anagrammes distincts du mot « ANA-
GRAMME ». -

Exercice - Un autre dénombrement?. Aboutit-on au méme résultat en reprenant
la méthode précédente, mais en commencant par placer les M avant les A? en com-
mencant par placer les lettres uniques (N,G,R,E) avant les M puis les A?

e Autres exercices.

Nous proposons ci-dessous d’autres exercices de mise en situation.

Exercice - Encore des mains de poker. On considére des mains de 5 cartes prises
dans un jeu de 52 cartes. Effectuer les dénombrements suivants.

1. Nombre de mains contenant exactement 1 as.
2. Nombre de mains contenant au moins 2 as.

3. Nombre de mains contenant exactement 1 brelan (trois cartes de méme hau-
teur).

4. Nombre de mains contenant 1 full (1 brelan + 1 paire).
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Exercice - Tirages avec remise. On considére une urne contenant des boules
numérotées de 1 a n avec n un entier fixé > 5. On tire, successivement et avec
remise, 5 boules dans I'urne. On note les numéros obtenus en tenant compte de leur
ordre d’apparition.

1. Combien y a-t-il de fagcons de tirer 5 numéros deux-a-deux distincts ?
2. Combien y a-t-il de facons de tirer exactement 3 fois la boule numérotée 1°?

3. (*) Combien y a-t-il de facons d’effectuer un tirage strictement croissant ?

Exercice - Calcul de coefficient. Soit z,y, z € R. Apres simplification et regroupe-
ment, quel est le coefficient du terme x*y%2° dans (z + y + 2)'?
(Tout développement exhaustif est a bannir).
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A Réponses et indications pour les exercices

Les éléments proposés dans cette partie ne constituent en aucun cas des solutions
intégralement rédigées : I'’essentiel de ce qui suit contient des indications ou des réponses
brutes sans rédaction et dont le but est d’aider a la résolution des exercices. Le lecteur
devra fournir par lui-méme le travail de rédaction nécessaire.

o Exercice 1.

Il ne manque qu’une seule implication a démontrer : si f s’annule en un certain zy € R,

alors on a cos(zg) = —, ce qui montre que — € [—1; 1].
a a

e Exercice 2.

Il suffit de formaliser les raisonnements par récurrence. Pour le premier énoncé, la

- D(2n+1
proposition P(n) est définie pour tout n € N par P(n) = « Z k* = nin + )6( n+l) ».
k=0

Pour le troisieme énoncé, il faut raisonner par récurrence « forte ».

Pour le dernier, on dispose de deux fagcons de procéder, au choix :
— fixer o € R puis procéder par récurrence sur n avec la proposition

Pn):(1+a)">1+na
— définir, pour tout n € N, la proposition
Q(n) :VaeR, (14+a)" >1+na.

Dans le premier cas, la proposition a démontrer par récurrence dépend de «. Dans le
second cas, on intégre le quantificateur universel sur « a la proposition a démontrer par
récurrence, qui devient donc indépendante de a. Nous verrons dans 'année que le choix
qui nous est offert ici est un confort qui n’est pas toujours accessible.

e Exercice 3.

Voici les réponses :
1. il s’agit des fonctions de la forme f : z +— (x — 1)(az + b) avec a € R* et b € R.

2. on remarque que n? + 3n + 2 = (n + 1)(n + 2) pour tout n € N, ainsi la condition
nécessaire et suffisante a trouver est n = 1[3] ou n = 2[3].

. b . . .
3. dans la phase d’analyse, on remarque qu’il faut que \/; soit rationnel, ce qui
. b, . p? .
impose que 5 gécrive sous la forme — avec p,q € Z et ¢ # 0. Cette derniere
q
condition est suffisante.
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e Exercice 4.

Voici les réponses :
1. Vz € [1;+o00[,In(x) > 0 : c’est FAUX, car pour x = 1, on a In(x) = 0.

2. Vz € R, (22 > 4 = z > 2) : cest FAUX, par exemple pour x = —2, on a 2% > 4 mais
xr < 2.

3. Vx € R, (22 > 4 = |z| > 2) : c’est FAUX (le diable se cache dans les détails) et
x = 2 fournit un bon contre-exemple.

4. Vn € N,3k € N,n = k? : cest FAUX. Il suffit de prendre n = 2, par exemple.
5. V(z,y) € R?, (z <y = €% < e¥) : Cest VRAL

e Exercice 5.

Voici les réponses :
1. en extension : {1,2,3,4,6,8,12,24} ; en compréhension : {n € N* : n|24}
2. {x eR:z > cos(z)}
3. {(z,y) eR?: 22 + 2 < 1}
4. {fe RE : J(a,b) € R?,Vz € R, f(x) = azx +b}
5. {(un)neN eRY:IreR,Vn € N upyq = uy + r}

o Exercice 6.

1 1 1

1. pour k € N*, — — - .
A A s T ¥

n
1 1
2. Par tél , EN,Y o =1-
ar télescopage, pour n 2 R D) 1
. N 1 1 A s .
3. Pour tout k > 2, il suffit d’écrire que e < =) Grace a cela, on peut majorer

la somme étudiée par 2 (par exemple).

e Exercice 7.

Il suffit de suivre les recommandations, en raisonnant par récurrence.

o Exercice 8.

Voici les réponses :

1.5, = MnE3)
2
2. T, — n(n + 1§(n+2)
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1— ei(nJrl)x

— et pour x € 2xZ, on obtient U,, =

3. pour z € R\27Z on obtient U,, = =
— 674

n+ 1.
2n(n+1)(2n+1)
3
5. On pourra s’'intéresser a la partie imaginaire et a la partie réelle de la somme U,

calculée précédemment.

4. P, = etI, = (n+1)%(2n% + 4n + 1)

e Exercice 9.

Voici les réponses, pour n € N* (sachant que pour n = 0, la convention choisie pour le
symbole [ fait que tous ces produits valent 1) :

1. 57 3. (27" = 2(7%) 5.0
)2 sin(2"F19)
2. 2mn 4. n+1 © 9n sin(20)

e Exercice 10.

1. Le produit est nul.

2. Oui, puisqu’un produit « vide » est, par convention, égal a 1.

o Exercice 11.

Voici les réponses :
1. 8x7x6=2336

2. On en compte 2 (chaque apparition du facteur 5 crée un zéro, puisqu’on le couple
avec I'un des plus nombreux facteurs 2, apparaissant a chaque entier pair du pro-
duit).

3. On en compte 24 (attention : les multiples de 25, au nombre de 4, apportent deux
facteurs 5 au produit total)

12! .

4. C’est la fonction z — TR

e Exercice 12.

Il faut utiliser les expressions factorielles des coefficients binomiaux.

e Exercice 13.

Voici les réponses :
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1.
2.

0 3. 20 5. 2380
495 4. 2039190 6. 3432

e Exercice 14.

Voici les réponses :

1. (a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + V2, (a — b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b3, (a + b)* =
a* + 4a3b + 6a2b? + 4ab® + b, (a — b)* = a* — 4a3b + 6a%b? — 4ab® + b,
2. (a+1)"
3. 2" pour la premiere, car c’est le développement de (1 + 1)”, et 0 pour la seconde,
car cest le développement de (1 + (—1))".
o Exercice 15.
1 . . . )
1. On obtient cos*(x) = E(e‘m + 4€%% 4 6 + e 2T 4 eHiT),
. A 1 1 3
2. On obtient : cos*(z) = < cos(4x) + = cos(2z) + =.
8 2 8
1 ) )
3. De la méme maniére, on obtient sin®(z) = — sin(5x) — — sin(3z) + - sin(x).

~ 16 16 8

o Exercice 16.

Voici les réponses :

1.

R

R

R\{1}

R

|1; +o0[ : la racine carrée doit étre bien définie et ne pas s’annuler.
R\ {g +km:ke Z} : le cosinus ne doit pas s’annuler.

r+1

|—o00; —1[ U ]1; +o0[ apres un tableau de signe pour I'expression

e Exercice 17.

Voici les réponses :

1.
2.

3.
4.

domaine de dérivabilité : R ; fonction dérivée : x — 322 + 1
. e e s . (e, 3 1
domaine de dérivabilité : R ; fonction dérivée : x — i\f -
Xz

domaine de dérivabilité : R ; fonction dérivée : x — e* 1!

domaine de dérivabilité : R ; fonction dérivée : x — cos(x) — 3 cos(x) sin?(z)
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5. la détermination du domaine de dérivabilité demande I'étude du signe sur R du
polynéme X3 —2X + 1. Ce polyndme posséde une racine évidente (1) et se factorise
donc ainsi :

X 2X4+1=(X-1)(X? 4+ X -1 =X -1)(X —r)(X —r)
—-1+V5 -1-+5

our; = — etry = — sont les racines du trindme X2+ X — 1. On note

que ro < 1 < 1, ce qui nous permet de faire un tableau de signe de I'expression

X% —2X +1surR.

On en déduit que pour z € R, 23 —2x+1 > 0 si et seulement si z € |ro; 71 [U]1; +00].
322 —2

203 —2x +1

6. domaine de dérivabilité : R\ {g +km:ke Z} (le cosinus ne doit pas s’annuler).

Puis, la fonction dérivée est alors donnée par x

La dérivée de la fonction tangente posséde deux formes égales, chacune

d’entre elles étant utile dans son contexte. Cette fonction dérivée est
= 1+tan?(z) = ———.
(z) cos?(x)

7. domaine de dérivabilité : R, car les deux trinémes en jeu sont sans racine réelle et
strictement positifs sur R.
Fonction dérivée : Le plus habile est peut-étre de réécrire la fonction sous la forme

suivante :
=/ 1+ 2
:L‘ e —
2 —z+1

Alors la fonction dérivée prend la forme suivante :

v —2?+1 2 —z+1
(22 —2+41)2 | 22+2+1

8. domaine de dérivabilité : R* , car c’est celui de la fonction = — +/z. Par ailleurs, la
fonction x — 1 + eV* est strictement positive pour tout z > 0. Par composition, la
fonction est donc dérivable sur R7 .

VT
. (e s (e . e -
Fonction dérivée : la dérivée de z s eV® sur R* est la fonction z — —~=. Ainsi, la

2z

fonction dérivée recherchée est :
Ve
2/z(1 + eV?)

T —

o Exercice 18.

Vi- Vo1
-0 T

quantité tend vers +oo pour z — 0F.

1. On évalue la quantité x — pour z — 0T et on voit que cette

2. 11 est conseillé de raisonner par analyse synthese. Pour la phase d’analyse, on fixe
a > 0 de telle maniére que la fonction x — z¢ soit dérivable en 0.
x® =0

o= x® 1 admet une limite finie
x —

Cela signifie que le taux d’accroissement x
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en 0. On voit alors que cela impose a > 1.

Pour la phase de synthése, on suppose a > 1 : alors 2%~ ! tend vers une limite finie
(Isia=1,0sia>1)lorsque z — 0.

Conclusion : la condition nécessaire et suffisante recherchée est o > 1.

o Exercice 19.

Dans cet exercice, ce sont des identités remarquables propres aux fonctions en jeu qui per-

mettent de faire avancer les calculs. Nous en donnons I'idée sans finaliser le raisonnement.
2 2
a

1. poura e Retzx #a: L:xjta
— 1
2. poura € R} etz > 0avecz # a: VT = e = selon la technique de la
r—a VI ++a
« quantité conjuguée »,
3. poura c Rets+a: sin(x) — sin(a) _ sin(x — a + a) — sin(a) puis :
r—a r—a

sin(z —a +a) —sin(a)  sin(z — a) cos(a) n (cos(z —a) — 1) sin(a)

r—a r—a r—a

il suffit alors d’utiliser les deux limites fournies.

4. pour a € R, x # aetn € N : on utilise la formule de Bernoulli proposée précé-
demment dans le document, permettant de factoriser o™ — b™ avec a,b € R. On a

alors :
n—1
" —a” 1
_ § :akxn 1-k
Tr—a
k=0
n—1
On voit alors que pour = — a, la quantité tend vers > a" ' =n-a""L.
k=0

e Exercice 20.

Il suffit de considérer une primitive F' de f : les propriétés de f sont donc les propriétés
de la dérivée de F.

e Exercice 21.

Nous nous contentons ici de donner des primitives correspondant aux fonctions a intégrer.

1 -1 _
1. t— Zt4 4. ¢ AE;,COS(gt) 7.t —2.¢et/2
1 _ .
1 1 ot
3.t 33 6. t — —In(cos(t)) 9. t+— In(In(t))

Pour la cinquiéme intégrale, I'idée était de linéariser sin?(¢) en utilisant la formule de
trigonométrie cos(2t) = 1 — 2sin?(t).
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e Exercice 22.

Voici les réponses :

1 4 1 2

1. 4(1+3€) 4. 4(1+e)
4—m Lo,

2. 5. —(m—4)
2v/2 16

3. 0 6. 5(1+€7r/2)

A propos de la troisiéme intégrale : en intégrant une fonction impaire sur un intervalle
symétrique par rapport a 0, on trouve nécessairement 0.

o Exercice 23.

Voici les réponses, avec I'intégrale transformée apres changement de variable.
7 6
1 -1
L [ -u’ du= = 6536
/1 3¢ TR
/15/16 —du X V15
1 2v/u 4

s [
1 U 8
w/2

4./ cos? (u)du =
0

V321 2 1

5. / —du = —-(10V3 — 9V2)
\/5/2 u 27

Pour la troisiéme intégrale, on pourra tracer la représentation graphique de la fonction

x +— /1 —2? sur [0;1] : I'intégrale correspond alors a l'aire délimitée par un quart de

cercle de rayon 1.

AN

o Exercice 24.

Voici les réponses :

1. Il y a 22 entiers naturels compris au sens large entre 1589 et 1610. Le régne du roi
Henri IV a débuté le 2 ao(it 1589 et s’est terminé le 14 mai 1610. Cela fait donc un
régne de 20 années pleines (en tant que roi de France).

2. ilyena 2n + 1 (ne pas oublier de compter 0)
—1
3. cela dépend de la parité de n lui-méme. Si n est impair, on en compte 2- nT +1=
n. Si n est pair, onencompte2-g+1 =n+1.

4. 1610 est un multiple de 7. Notre dénombrement revient donc a compter le nombre
de multiples de 7 compris au sens large entre 0 et 2020 — 1610 = 410. On en compte

41
donc {;)J + 1, c’est-a-dire 59.
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Pour x € R, la notation |z| s’appelle partie entiére du réel x : c’est I'entier relatif
immédiatement inférieur ou égal a x.

o Exercice 25.

Voici les réponses :

L {0,{a}, {0}, {c} {a,b},{a,c},{b,c} {a,b,c}}
2. Cc’est 'ensemble constitué des ensembles suivants :
— Tensemble vide :()
— les singletons : {1}, {2}, {3}, {4}
— les paires : {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}
— les parties a 3 éléments : {1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}
— les parties a 4 éléments : {1,2, 3,4}

3. {0,{10},{24},{10,24}}

4. la réponse est {(J} : cet ensemble est non-vide, c’est un singleton contenant I'él1é-
ment appelé « ensemble vide ». Ainsi, 'ensemble des parties de 'ensemble vide est
... hon vide.

5. {0,{0}}.
6. {0,{0}, {{0}}, {0, {0}}}.

e Exercice 26.

Voici les réponses :

1. si b < ¢, la réunion concerne deux ensembles disjoints et leurs cardinaux s’addi-
tionnent. Le cardinal recherché est donc (b —a+1) + (d —c+1).

2. sib < ¢, les deux ensembles possedent un élément en commun. Le cardinal recher-
chéestdonc(b—a+1)+(d—c+1)—1

3. sib > ¢, il faut appliquer la formule du crible de Poincaré et on trouve :

b—a+1)+(d—c+1)—(c—b+1)=2b—2c+d—a+1

o Exercice 27.

Oui, elle convient tout a fait, puisque I'ensemble des parties de 'ensemble vide est un
singleton (cf. exercice 25), donc contient bien 2° = 1 élément.

o Exercice 28.

!
1. D’apreés la formule précédente, ona C = <g> = 2'573‘ =10

2. A chaque partie comptant 2 éléments pris parmi {1, 2, 3,4} correspond une et une
seule partie a 3 éléments de {1, 2,3, 4,5} contenant '’élément 5, et réciproquement.
Par ailleurs, C; = 6 (cf. exercice 25 pour une liste exhaustive de ces parties).
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3. Une partie a 3 éléments de 'ensemble {1,2,3,4,5} ne contenant pas '’élément 5
est exactement une partie a 3 éléments de 'ensemble {1, 2, 3,4}, par conséquent,
celles-ci sont bien en méme nombre.

Par ailleurs, Co = 4 (cf. exercice 25 pour une liste exhaustive de ces parties).

4. On peut effectuer une partition de l'ensemble des parties a 3 éléments de
{1,2,3,4,5} en deux catégories distinctes :
— celles contenant I'élément 5, au nombre de C}
— celles ne contenant pas I'élément 5, au nombre de Cs.
Il est donc logique de trouver C = Cy + Cs.

5. On proceéde par récurrence sur le cardinal de F (formaliser la proposition a démon-
trer est un tres bon exercice). Pour la phase d’hérédité, on particularise un élément
x de FE et on s’appuie sur le fait que les parties a p éléments de F se « partitionnent »
entre celles qui contiennent x et celles qui ne contiennent pas .

N.B. : une partition d’'un ensemble F en n sous-ensembles (avec n € N*) est une famille
(Ay,...,A,) de parties de F, deux-a-deux disjointes, dont la réunion est égale a E. En
quelque sorte, c’est un « puzzle » de 'ensemble E.

o Exercice 29.

Voici des éléments de réponse.
1. Le jeu de 52 cartes doit étre considéré comme un ensemble de cardinal 52 dont on

- o\ e 14 . 02
compte ici les parties a 5 éléments. Résultat : < 5 )

2. Cette fois, cela revient a dénombrer le nombre de parties a 5 éléments dans un

48
ensemble en contenant 48, puisqu’on enleve les 4 valets du jeu. Résultat : < 5 >

3. Le nombre de combinaisons possibles est de (Z)

e Exercice 30.

Voici des éléments de réponse.

1. Un mot est en fait un triplet de lettres ('ordre des lettres importe, bien stir) dans
lequel peuvent figurer des répétitions. On en compte donc 3° = 243.

2. Un nombre < 100 a 2 décimales est composé de 4 chiffres. Lui correspond donc un
quadruplet de chiffres compris entre 0 et 9. On en compte alors 10* = 10000.

3. Nous sommes ici en train de compter le nombre de quadruplets (a, b, ¢, d) de telle
maniere que le nombre décimal ab, cd soit inférieur ou égal a 95 et ne contienne
pas le chiffre 5. On distingue plusieurs cas :

— sia =9 : alors b est compris entre 0 et 4, c et d, entre 0 et 9 en évitant le 5. Cela
fait donc 5 x 9 x 9 = 405 possibilités

— pour chaque valeur de a entre 0 et 8 en évitant le 5 : on compte 8 possibilités
pour chacun des chiffres b, ¢, d. Bilan : 83 = 2 = 512 possibilités.

Au total, cela nous fait donc un dénombrement de 405 + 8 x 512 = 4501 nombres

possibles.
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4. Ici, cela nous fait n® possibilités, puisque I'ordre d’apparition des boules importe.
On se retrouve donc a dénombrer le nombre de 5-uplets a valeurs dans [1;n] (les
répétitions sont possibles).

e Exercice 31.

1. Un anagramme est une permutation des 9 lettres distinctes du mot « ABSURDITE ».
On en compte donc 9! c’est-a-dire 362880.

2. A la différence de I'exercice précédent, on ne remet pas les boules dans 'urne a

chaque tirage d’'une boule. Ainsi, on compte le nombre d’arrangements a 5 éléments
n!

(n—5)!

pris parmi n (U'ordre d’apparition des numéros importe). On compte ainsi

arrangements possibles.

o Exercice 32.

1. C3 = (g) =20 et A3 = 120.

2. On en compte 3! = 6.

3. Pour chaque combinaison (partie a 3 éléments de F, du type de F), on compte 3!
arrangements possibles. C’est ainsi qu’on explique qu’il y a 3! = 6 fois plus d’arran-
gements a 3 éléments que de combinaisons a 3 éléments.

4. On fixe p € [0;n] et une combinaison G a p éléments de E. On compte p! permu-
tations de G. Ainsi, on compte p! arrangements correspondant a une combinaison
donnée.

On retrouve ainsi la relation multiplicative suivante : —— = p! - , relation
n p

qu’on vérifie par le calcul.

e Exercice 33.

1. En commencant par placer les M, on trouve :
9 " 7 4l — g4l 9t
2 3 CooTR413 213!

2. En commencant par placer les lettres uniques, puis par exemple les A puis les M,

soit le méme résultat.

on trouve : 5 9 9 g . 6 5l
X X X X 9!
9x8x7x6 —
Hexxbx (3) 8 (2) 3121
9|
et on retrouve ﬁ

e Exercice 34.
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Voici des éléments de réponse.

1. 02821 4 as possibles, puis 4 cartes a choisir parmi 48 (52 moins 4). Résultat : 4 x
(+)

2. On dénombre les cas contraires : les mains sans As sont au nombre de <458> et les
mains avec exactement 1 as ont été dénombrées précédemment. Le nombre total
de mains est de 5 >
Résultat : (52) - (48) - 4<48>.

) ) 4

3. On choisit la hauteur du brelan : 13 hauteurs possibles. Puis, s’effectue un choix

de trois couleurs pour les cartes du brelan : (g) = 4 possibilités. Puis, restent les

hauteurs des deux autres cartes, qui doivent étre différentes de celle du brelan :

12
< 5 ) choix possibles. Enfin, pour la couleur de ces cartes : 4 x 4 possibilités.

12
Résultat : 13 x 4 x (2 > x 16 = 54912.

4. On choisit la hauteur du brelan : 13 possibilités, puis les couleurs du brelan : <;L> =

4
4 possibilités. Puis, il y a la paire : 12 hauteurs possibles et <2> = 6 possibilités pour

les couleurs de cette paire.
Résultat : 13 x 4 x 12 x 6 = 3744 full possibles.

e Exercice 35.

Voici des éléments de réponse. Un tirage de 5 boules est un 5-uplet d’entiers compris entre
1 et n (il est ici tenu compte de 'ordre d’apparition des numéros).

1. On compte n possibilités pour la premiére composante, puis pour chacune d’entre

elles, (n — 1) pour la seconde composante, etc. Finalement, il y a ; possibi-

n!
(n—5)
lités.
)
2. 1l s’agit de choisir les positions des 1 dans le tirage : (3> Puis, il reste (n — 1)?

de . 5
possibilités pour les 2 autres boules. Résultat : <3> x (n—1)%

3. II suffit de se persuader du fait suivant : un tirage strictement croissant correspond
exactement a la donnée d’'une partie a 5 éléments pris parmi n. En effet, chaque
tirage strictement croissant correspond a la donnée de 5 entiers pris parmi n et

réciproquement. Le nombre de tirages strictement croissants est donc de

e Exercice 36.
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11 faut voir le produit (z + y + 2)'° sous la forme suivante :
(+y+2)?=@+y+2)x(@ty+2)x - x(@+y+:z)

Pour composer z%y%2°, il faut prendre = dans 4 parenthéses, y dans 6 parenthéses et z
dans les 5 restantes.

15 11
Ilya 4 facons de choisir les parentheses pour z, puis 6 facons de choisir celles

pour y. Une fois celles-ci fixées, il n’y a plus de choix a faire : il faut prendre = dans les
parentheses restantes.

1 11 15!
Le résultat est donc de < 45> X < > >

6 ) 465!

Remarque : le résultat ressemble a un dénombrement d’anagrammes. Pourquoi ?
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