NPy

Probléme
Suites équiréparties

St est un sous-intervalle de (0, I, on note J-‘I” b onguear de ;
Sitest dans X, on Pose
{t} =t —-|t]

Siu = (1), est une suite geelle. T un sous-intervalle de [0, 1], 7o un ¢lément
de 1, on note

No(u )= l{ke{),. ..n}, {u} e}

La suite w est dite équirépartio modulo 1 si et senlement st pour tont ot~
mtervalle 7 de [0 1], on

N, (i, ]
llds) = il

| fi-+4 %

Silasuite w est i vadeurs dans [0, L[, on dit que b est equirepartie dans 0. 1]
plator que  u est équirépartie modulo 1

On note C Pespace des fonctions continues par morceaux de (0,1 dans C.Si J
est un sonus-intervalle de 0,1, <ot ey Ta fonetion de 001) dans R caracténstique
de I Ourappelle que les fonctions hy sont dans C et engendrent vectonellement

le sous-espace de C constitne diss forrctions en escalier

Le but du probléme est d'étudier L notion d équirépartition, mtroduite par
Hermann “'.‘}-I en 1916 Aprds .Im-].-lnw, ¢ 1|'III]III"‘ clémentaires {]ml\"li I, on
présente un critére trés cormnode ramenant 'etude de Pequirepartition a ]"es11-
mation de sotmmes exponentivlles (partiec 110 Les parties suivantes appliquent
ce critére ddivers exemples

[. Premiers exemples
Ioa) Soit (uy, ),y une snite déléments de (001 équirepartie: dans 0,11
Moutrer que {uy,. 0 > 1} est dense dinns 1001

b) Soit P dans QX Montrer que L sute (P(n)), ., n'est pas équard-
partic modilo |

) Solent
Montrer

Quelles sont les valeurs dadherence de ({a™}), o7 La suite (o)
est-clle équirépartie modulo 17



| Vernid la

Suieiit a et b des rineds tels e:0<a<hcl. l=lab.u Iy,
sulte Jehine par

I E Oy b = l:l{”‘l_

a) Soit k dans 4. Montrer
(e} s le=s 3meN, ™ <k e ™

En déduire

n "
Yn oz M Z ({rI' ~ %)™ — l_] < Nisworill i) € Z (hl, _ru}(‘m 4+ I)

me==0 mi=0

b) Quelle est la limite de la suite

,\‘,---1:11.11‘}“ ~

La suite u est-elle équirepartic modulo 17 Lensemble {{un}. n 2 1}
est-il dense dans 0.1/

II. Le critére de Weyl

Soient u = (45 )n>1 une suite d éléments de 0,1, V, I'ensemble des f de

C telles que
1 o :
s = [
T fi— = 0

k=1

. a) Vérifier que V, est un sous-espace de C contenant les foncetions constantes.

b) Soit g dans C a valeurs réelles. On suppose que, pour tout = > 0, il
existe f; et fi dans V. & valeurs réelles et telles que

1
i<yt [(-pse
Montrer : g = V..
¢) Montrer I'équivalence entre les conditions suivantes
(i) la suite u est équirépartie dans (0, 1/,
(11) pour tout sous-intervalle [ de (0,11 h; appartient a 17,
(i) V,, = C
a) Soient I un sous-intervalle de [0 1] d'exticmités ¢ et d avec 0 < ¢ < d,

= > 0. Montrer qu'il existe denx fonctions f, et fy continues de [0, 1] dans

= telles que

-

|
H0) = fi(1). f200) = folh), fr < hyp < fo / (fo - fi) <=
0

Un dessin suffisamment explicite pourra tenir lica de preuve



b) Dey
NONre que l‘.\ . v

" ’ (Hllfiltlll'”j (1) & . wt i el o Vg t
Cquivalent es 5, ) o () de la question precedente son
“\] 1Il"\' ¥ice Vo g ) -
tellos bace Vy contient toutes Jes fonctions f contimies de [0, 1] dans €
ehesgue ¢ £y = fi1) -

¢) On admet 1o thiews - . .
tri et 1o théoreme approximation de Wererstrass trigonomee-

e ) . ) _ : 2%

e pour toute fone on contite 1-pénodique f de R dans C et

MOUT ty N i 2 . - ~
| e < > 0,00 existe yne fonction p de % dans € de la forme

o
P it ER— \__\ «a, el

et
B |

Y Y
ot d e et on les ap sont dans T telle que

Vi € R, f”} ]'J“‘ll p o

I)"”"‘T”Tl'r que les conditions (1) & (1v) sont cquivalentes i

l =
(v) Vjem® Z.--"’J“* = D
T

1= 4
k|

La définition e I'équirépartition est de nature géométrique. Le critére
de Wevl ramene 1'étude de I'équirépartition modulo 1 d'une suite i 'es-

tmation de sommes exponenticlle, ce qui permet Iemploi de techniques
d’analyse varices.

ITI. Suites arithmétiques

Soient a un réel irrationnel et, pour n dans [M*, u, = na. Pour j et n
dans T4*, donner une expression simple de

T
E :P""'-"'"‘
k=]

En déduire que (u,),,> est équirépartie modulo 1.
Un probléme de Gelfand

a) Verifier 'irrationalité du réel -

In(2)
~In(10)
b) Si rest dans {1.2,....9} et k dans I, mountrer que le premier chiffre
de Pécriture decimale de 25 est r si et seulement si

() _ gy < IO D)
Li(10) S = In(10)



~1

or

9.

o > - o] N .
) Pour r dans 1.2 9 et nodans L soit v, () le nombre de kods

tooon} tels que le premier chiffre de Péeriture déecimale de 25 soit

Montrer que 1a suijte -
(r'r(_u)
1 H noel

converge vers une limite a préciser.

IV. Suites a croissance lente

Dans cette partie, on pourra utiliser sans démonstration le théoréme de
Cesaro ainsi que la version intégrale de ce dernier, ¢est=a-dire le résultat
Suivant = si u est une fonction continne de [1, +x [ dans 2 qui tend vers

0 en =, alors -
l I
u —» ()
_r 1 T = = w

Soit f une application de classe €' de [1, 4| dans R.

Soit k dans M*. Veérifier

L k+1 k41 k+1 L
{(,..:.f{l._n_/ ("'”!I‘S?_’ﬁ/ U-(f)'—f”H'“iQ"—./ IS
L A i

On suppose -

f’(.l') —) (),

IT— 4+

a) Montrer

k+1

i 2 P

ST LK) _/ Dl ST |}
i k— 4+

7] n+1
Z‘J'”'“ _/ (217,‘) 5 0
1 n— =+ x

k=1

| e

—
-~

b) Montrer que la suite (f(n)),, > est équirépartic modulo 1 s et scule-

ment si o
ri+ 1
vj € N°, 2™ = o(n).
1 Fi =k 4

a) Donner une primitive de

g :x € [L+ocl (1+ 2emrf'(x))e ™/,

I-n déduire

1 i1 . .
!/ (1 + ',Z::T.r'f’{.r)}f""!""nl.rl_ — 1
! | s

1



10.

LL.

L) On suppose quil existe un réel a tel que :

of'(x) —> a

I— 4

Trouver la himite en +~ de :

ri+1
! / (rf'(x) — a) B/ dr,
L

1
1 1 )
r.’l'.f
n ’/I

La suite (f(n)), ., est-clle ¢quirépartie modulo 17

puis celle de

1
: . s bbie s classe C
Soient u et v deux réels tels que w < v, 2 une application de cli e

i i ' = B
dl‘ {“. '.] [1.’1]15 =\ (l“ns RYe. On S”l'l".-‘-"-t‘ que st maonotone sur | B
que || est minorée par A sur [u, v}

“»
Dans a) et b), on suppose de plus que & est de classe C'~.

v iz1v v i
10 cr Ll 1y
ey = ‘—:’ -+ .'—.(—-’J ).f C .
u "IT' u (T s o

b) En déduire Vexistence dune constante absolue €' > 0 telle que -

i
I u

Un argument d'approximation montre que I'inégalité précédente subsiste
si ~ est seulement de classe C''. On admettra ce résultat.

a) NMontrer -

1A\

(-
A,

Déduire de la question précedente le critére de Fejer @ s) f' est monotone
au voisinage de +> et si:

f'tzy — 0, zf'(r) — +0ox,

r—+40C r—+x
alors (f((n)),,5, est équirépart ic modulo 1.
Soit a dans 0. 1[. A dans B et, pour r = 1

Falxe) = 8%, () = (Inr)?*

Les suites (fa(n)),,-, et (ga(n)), > sont-elles ¢équiréparties modulo 17

V. Le théoréme de Van der Corput

Soit F une fonction de Z dans C. On dit que Fest de tvpe positif (abreé-
viativemment - Foest t.p) si et seulement s pour toute partie finie non
vide A de Z et toute famille (25 )5c 4 de complexes, on a :

T Fr )z € BY
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1-4.

16.

) + g . rs - s 1% -
Pour » dans X, soit £, la foncton détinie sur 2 pan

Yk ¢ 2 I;Irl}{'l fsn.\ 4T

-y

Montrer que F,oest tp si et seulement sior - 0

Dans cette question, u est une fonction bornée de 2 dans © nalle s
7T\ nmlas
1°, o> une application strictement croissante de 17 dans I mméme

- N o

On suppose qu'il existe une fonction 7 de Z dans C telle que, pont Lout

'I.. lli' : 5
l wim)
T w(n -+ l.')r_t'(m) - U(F)
1.?(”1 ";—.-‘l n-r+m

a) Si L&oet 1 sont dans 2, montrer

i)
l =
; (4 K)u(emn 1y —» [7(A l)
,._'(H) !::‘l =4
b) Montrer que U7 est t.p
des com-

Dans cette question, f est une fonction de M° dans 'ensemble

plexes de module 1 vérifiant

| n -
vk € N°. E + kYf(m) — O
A‘ = i n f{!” f’ LRl R &

me=1

On veut établir -
1]

1
(111 —h ()
n Z fk ] n=+Fn

m=1

On supposc par 'absurde que cette propri¢té est fausse.

a) Montrer qu’il existe une application strictement croissante & de Id°
dans lui-méme et un complexe non nul ¢ tels que
vin)
1 — :
_ 2 f(m) — «c
~ nes 4 x
¥ (”} m=1 '
On définit adors une fonction g de Z dans © par
0 sin <0
aglr —— .
g(n) Sf(n) — ¢ sinon
b) Soit A dans ZZ. Montrer ¢
wlm)
1 ; |42
— E glm + k)g(m) —  dox — |c]”.
2 7L —e 40X
'?'(”) ms=| :
¢) Conclure.
si U = (up)n>1 st une

Démontrer le théoréme de Van der Corput
suite reelle telle que, pour tout & de N7, la suite (4
cquirépartic modulo 1. alors (u, ), > est Gaquirépartie modulo |

- Uyg )”‘,.| SOt

-

(§]



VI. Suites A croissance pul,\’llf”“'“l"

i o] | dans R
a) Sorcnt podans 1L f une application de clisse €7 de 1o« dan

verthant les conditions suiyvantes

f‘ Pl monotone

AT TR SO T AL (7S S e T

F-r 4 N r v %

: . soopcpne e Fejer)
Montrer que (f(n)),, ., est quirépartie modulo | (théardme de 1)

. t o winl irépartie
1"] QH!']'-i sont lesrels ade K5 1els (e I suite (n ].. . Ol (””“ Lo
modulo 17

”] .\Ifl‘l-‘l!l!‘r [I”{' -.i !’ CARIIT ]'“l_\ ”'I'I”H' I"-'ul 1o t'fln.‘";l“' 11“’“- I.:
eat Cquirepartie n

v et utiliser Lo thio-

voclhcient

i ! ! jutilllt! ]
dommant est irrationnel, Ly suite ((n)),,

On pourta taisonner par recurrence sur le degré def
réme de Van der Corpit

b) Soient (uy,), ., et (v,), -, denx suites reclles, d dans i On suppose

que
Upod — Un € £,

Yn e N°,
et que pour tout ) de {1, ), la suite

(' {Fi- lll"]]”.-i

est équirépartic modulo 1 est ¢quirépartie modulo 1

Montrer que (u, + 1) | Ost équirépartie modulo 1
L1} _‘

¢) Démontrer que si £ est un polynome réel dont au moins un coctlicient
non constant est irrationnel, alors la suite (Pin)) v €St equirepartie

modulo 1

Ce dernier résultat, qui régle la question de Péquirépartition des suites
pm’ynumude-_m est il a4 Wevl Pour des smites G croissance plus mjmh'.
P'érude de I't"i;uirl"j}.‘lﬂir.fun devient p.’lp dithicile ot les résultats sont de
nature plus statistique. On sait ainsi que, pour presque tout # 2> 1, Ja
suite (6") est équirépartie modulo 1, mais on ne connadt aucun # explicite

vérifiant cette jl;n_pn}"rt'-

L'é¢tude de I'équirépartition se géncralise sans difficulté aux suites 4 va-
leurs dans 2" 0 on étudie alors équirepartition modulo Z7 Une gié-
néralisation du théordme de Weterstrass tngonomdatrique aux fouctions
Z-periodiques permet d'etablic une version n-dimensionnelle du eritére
e Wey)



