Théoréme de Singer (1978)

Deéifinitions et notations.

¢ Si f est une application de classe C! de R dans R, on pose

C{f)={z€eR, f(z) =0}.

Un réel de C(f) sera appelé point critique de f.
o Poﬁur tout n € N°, f™" = fo...o f désigne la composée de f avec elle-mame
n tois.
Introduction. Etant donnés un intervalle I de B et une fonction numérique

f del dans I, l'étude de la dynamique de f consiste & comprendre le comporte-
ment de toutes les suites récurrentes
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Les comporiements peuvvent étre trés veriés, allent d’une irés grande régularité
au chaos. Les parties I et II du probléme, fondamentales, étudient des situa-
tioms réguliéres, €i en monirent la stabilité. Les perties III et IV sont consc-
crées a la prevve d'un résuliat récent el remarquable, qui fournit un renseigne-
ment global sur la dynamigue de f sous réserve d’une hypothése différentiells
(“fonctions a Schwarzien négatif”). Il faut souligner gue ce résultat s’applique
en particulier cux polyndomes du second degré, dont [’élude a suscité becucoup
de traveuzr ces trente derniéres années, tant dens le domaine complere que
dans le domaine Téel.

PARTIE I. Points fizes ciiraciyfs.

Soit f une application de classe C ! de B dans B. On suppos= cue le réel g
est un point fixe etéractif de f, ce qui signifie que f(zo) = zg et |f'(zo)| < 1.

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout T €|zg — @, Tg + o, la suite
(f™(z))nz0 converge vers Ig.

On pose By(zg) = {z € R, lim f7(z) = z¢}; cet ensemble est appeié ocssin.
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‘ciiraction de g pour f.



. Exemples.

a) Pour f(r) = £3 indiquer les points fixes attractifs et les bassins
d’attraction correspondants.

b) Sia > 0, soit f,(z) = ax(l — z). A quelle condition la fonction fq
possede-t-elle un point fixe attractif?

a) Montrer que f(Bj(xo)) et 7Y (By(z0)) sont contenus dans By (zo)- .

b) Soit = dans By(zo). Montrer qu'il existe 8 > 0 tel que Jx — B,z + B
soit inclus dans B(zg).

c) On désigne par I;(zg) le plus grand intervalle contenant zg et inclus
dans By(zo). Prouver que I;(zg) est un intervalle ouvert de R.

d) Montrer que f[f‘r(‘rg)} G If(I[J)-

Ders le suite de la partie I, on suppose que Ir(zg) est borné. On peut donc
écrire I'r(zo) =la, b| avec a < b.
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4. Montrer que f({a,b}) C {a,b}.
5. On fait I'kypothése supplémentaire que f’ ne s’annule pas sur |a, bf.

a) Montrer que (f?) ne s'annule pas sur Ja, bl.
b) Déterminer f*(a) et f2(b).
¢) En déduire qu'il existe a’ €a, zo[ et b’ €]z, b] tels que

(@)= () =1
PARTIE IL. Orbites périodigues citractives.

Soit f une application de classe C! de R dans R. On appelle orbite périodique
de f toute partie finie non vide F' de R telle que:
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(12) si X est une partie non vide de F telle que f(X) C X, alors X = F.
1. Si F est une orbite périodique de f de cardinal g et si = € F, montrer que

F={f"z),0<k<q-1}.

n—1|
2. Pour n £ N*, montrer que (f) = H Flof*
=0

Soit F upe orbite périodigue de f de cerdinal g et z5 € F. Montrer que

(o]

gue l'on & _
(F) (o)l <1z eF, |(f)(z) <1
Si cette condition est réalisée, on dit que que F est une orbite périodigus
eitractive.

4. QOn garde les notations de la question 3 en supposant de plus F attractive.
Si z est proche de zp, décrire le comportement de la suite (f™(z))n>0
lorsque n — +00.

5. On considere & nouveau la famille (f;)a>0 de la question 1.2.b).
a) Pour quelles valeurs de o la fonction f, admet-elle une orbite pério-

dique de cardinel 27 ' | N
b) Pour quelles valeurs de ¢ la fonciion f, admet-elle une orbite pério-

: ; s s
dique attractive de cardinal 27



PARTIE 111 Forctions g schwarzien négatif.
Si f est une appl

Ication de clagse 3 de R dans R, on pose

Sf=2f"f" —3(f"2.

nition le schwarzien d
R de classe C? telle que

C’ast par défi

f R e /. On note E |'ensemble des applications

vz eR\C(f), Sf(z)<o0.

—

- Montrer que les fonctions suivantes sont dans E':
a) Les polynémes du second degré.
b) Les fonctions x — Asinz ou A > 0.

e

a) Si f et g sont dans E montrer que fogestdans E.
b) Si f € E que dire de f™ pour n e N*7?

3. Soit f € E. Montrer que si |f’| posséde un minimum local en un point z
alors f'(z) = 0.

Une classe générale d’exemples : soit p un polynome réel de degré d > 2
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tel que p’ soit scindé sur R, i.e. s’écrive g(z) = A H(I_I‘)’ les x, n’étant
ot
g ey 23]
pas forcément distincts. Pour z dans R\ C(p), simplifier —— =2fin de

7 (z)

prouver que p € E.
PARTIE IV. Le théoréme de Singer.
Dans cette partie f est un élément de E.

1. Soit z¢ un point fixe attractif de f. Démonirer que I'une au moins des
trois assertions suivantes est satisfaite :

o |zg,+20[C By(zo)

* | — o0, 7p) C By(zo)

° C(f)N By(ze) # 0.
Soit F' une orbite périodique attractive de f de cardinal g et 5 € F.
On note By(F) = {z € R,3p € F, nEwam(I) = p}; c’est le bassin

L

d’attraction de l'orbite £. Démontrer que l'une 2u moins des trois zssar-
tions suivantes est satisiaite:

e (zg, +00{C Bf(F)
e | — 00,10] C By(F)
o C(f)NBs(F)#0.
3 a) Si C(f) est de cardiral = € N, montrer que f admet au plus n + 2
orbites périodiques attractives. i
b) Si C(f) est de cardinal n € N, et s'il existe A’> 0 tel que, pour tout
z tel que |z] = A, (f"(2))nen soit non bornée, montrer que f a au
plus n orbites périodiques attractives.
Ces deur résultats constituent le théoréme de Singer. ) ]
4. a) Soit p un polyndme réel de degré d 2 2 vériﬁa_nt. }’hypoth&;e c?e I11.4.
Etablir que p admet au plus d — 1 orbites pénodlf]_ues .a‘ttractwes;
b) Que dire du nombre d'orbites périodiques attractives d'un polynome
de degré 27 1 o
¢) Soit F(z) = 4z(1 — z). Mountrer que F' r’a pas d{;O."bllue périodique
artractive. Pour z € [GJ], on pourra peser £ =sin“f ok H £ .



